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Ú ±²Ï?È7Í^Ð�Ûoµ¨Ñ"¶®²AË��T»9¿�À)Á�¶®²AËo�T»�¿9ÂCÓÝÔ [�\^hvg

Xn ⊂ P(V ) = Pn+a
n�s�_@q^oNbrhjÙfg�Ù�`cbd\�x"_ewfgihvqN_+p�hÖkek�_

g�_fpvpÖ_���nØ_
a ≥ n

2

oNpÖ\^bdk
dim(X∗) = dim(X)

kfhK_fg+k�_fn'pÖ_f]	_fs�g+kfh
X

_ekfgUp&v n's�_�m'_ek¢q^oNbrhjÙfg�Ùek
kfn'hvq^oNs�g�_ek�

Q1 ⊂ P2, P1 × Pn−1 ⊂ P2n−1, G(2, 5) ⊂ P9, S10
5 ⊂ P15

×
½ �� ¤l¦¢��Â1¥� � ���+�§� �Ù�¢���Ù�¥�R¦¢���Ù�^HÖ£:�.¦l�1�� ñ:½ �Ø� ���:�Ã�Ù¦l��À�� �+��� £:�� ¾ «��O�¢� ¾IB � �¥�¨£��N¬��£:Â1�u���� Â1�¢�

¦¢��� �� r¿+�Ù¦¢��£:�¢À7¬�1¦¢� ��Â}J.���1�¥�¨¤l¦¢��Â1Ò�Ù�¨�1ÂÃ� ����R�Ù��Ã�1�¥�¨è?�:�
δX∗

� �+ÂÕ�Ø�2¦gÆ�Â1�2¦¢� î è������� Â1�+�t�'ðÝ�¥�¨�Ù��Ã�1�¥�
è?�:�

X∗
� �+ÂÕ�R�1Â1��� � î è������� Â1�+�8P§ð ñ

ë¨�¢�,�¥���Ù� Ô �KÃ:�h ®£:¦¢�:�Äd Ô �:�=�+ghgq?À Ô ���t�+gkghg=fU¦r¬�1¦¢� ��Â}J.lÀ����+�:�Ý�1�¥���t~�u�� ¾ «��O�¢� ¾CB � �¥�R£:�
¬��£:ÂÃ�2�¥�:� ÂÃ�+�o¦l� � �% �¿+� ¦¢�:£:�lÀ��Ã��y¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥���ÃÂ1� ������Ù��Ã�1�¥��è?�:�

δX∗ = a − 2
�Ò�

δX∗ = a − 3
ñ·A ¦

¬�¢�:£:ÂÃ� Â1�+��� �:�Ø� ¦/¬¥��£:ÂÃ�2�¥�:� ÂÃ�+���¥���®�ÃÂ1¥�X?/�1¦2¬¥� B �:� ��¬¥�+�g©��¬Ò�Ù�:���i£:�{Å6¦¢��� � ¾ �¢� �:�����:�N�1�¥�ØÂÃ�?� ���H
� �¥¬¥� Â1�+�:�¨¬�¢�2�:� B � �� ñ Á6�:��� ¥�,�+��� ���,�+��ÂÃ� ÂÃ¤+�G?�¬�Ò� � ��¬¥�+�g©��¬Ò�Ù�:����ÂÃ�2���1Â1è?�:�¥�Ù¦¢ÂÕ� è?�:���1�N� ¾ �+� B �u�
£:��Å>Â1��¬�1¦¢� ��Â}J.�N� �+��� ��¨�1�� ¤l¦¢��Â1Ò�Ù�Ý�ÃÂ1��� ��¨¦¢���Ù��H £:�.¦¢�Ã�� ñ

A ¦Cè������� Â1�+�  o���:�M�1�¥�/¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¥��£:��ÐA¦¢ÂÃ�:�1��¬��£:�¿¢� �Ð(���MÒ�Ù�:£�Â1���:¦¢�Mï ñ LU¦NM�d�LU¦NM��+ghg�P�À
LU¦NM� ¢�+�¢¡=f ñ ë¨¦¢�:�O��1�¢�:�Rè�������Â

X ⊂ P(V )
��ç�Ø�:����¤l¦¢��Â1¥� y�1Â1��� �®�Ù�¥�1�Ã�®è�����£:�¥¿

X∗ = 2
¦¢�Ã�+� �

X��ç�¨�:�:�yè?�.¦¢£:��Â1è?�:���1Â1��� � ñ ï ñ LU¦NM2¬�1¦¢� ��Â}J7¦��1�¥� ¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¥�R£:�y¬��£:�¿+��
3

¯
Ú ±²Ï?È7Í^Ð�Ûoµ	Ñ1ê>Ê:àÆ�T»�»9¬CÓÝÔ�Ç pI_�Õ�hÖkfg�_$_�Õ�o'wfg�_f]	_fs�g

10
q^oNbfhjÙfg�Ùek²`cbd\�x"_ewfg�hvqN_ek�p�hÖkek�_ek�s�\^s�wÝm'Ùjy'Ùfs�ÙfbdÙe_ek

g�_fpvpÖ_ekU��nØ_/we\�m'_jy
(X) = 3

×¡È�_ek@q^oNbrhjÙfg�Ùek�k�\^s�g¡
w

P1 × P2 ⊂ P5
×

w
F1 = (P1 × P2) ∩H ⊂ P4

��n's�_+k�_ewfgihj\^s8u'zr`�_fb�`cpFoNs�_Um'_+pFo	q^oNbfhjÙfg�Ù�`cbdÙeweÙ-m'_fs�g�_�×
w$�²_ekKq^oNbrhjÙfg�Ùek/m'_K[�_fqN_fbrhZÉ�hi×i_�×

v2(P
2) ⊂ P5, P2 × P2 ⊂ P8, G(2, 6) ⊂ P14, E6 = E6/P1 ⊂

P26
´
w��²_ek�`cbe\�x"_ewfgihj\^sCkGm'_ekGq^oNbrhjÙfg�ÙekUm'_@[�_fqN_fbrh\z@`CoNbrgihvbKm}v n's	`�\^hvs�g y'Ùfs�Ùfbrhi��nØ_�×
A ¦r¬�1¦¢� ��Â}J.¬¦l�ÙÂÃ�+�/£:�¥��¤l¦¢� ÂÃ¥� ���ÃÂ1��� ��E�Ù�¥�1�1�¥��è?�:�N¬¥��£��¿

(X) = 4
���� ��:¬¥�+� �®¦l�g©��+�:��£Uá ¾ �:Â,�:�:�

¬�¢�g©��¬Ò�Ù�:���yd�LU¦NMM l�+�¢¡<f ñ

m Æ À T ½�À � ÆÏQ�VXS Å S À ÿ�Ã � Ã\[ ¿�¾Â½�À
a �·�¢���ÙÂÃ��§�Ý£:�¥�Ý� ���:�Ã�Ù¦l�Ù���:�1�:�Ý¬¥�+�u�:�1�Ò�Ù���¥��� �®� �¥��� � �ÂÃ¿+�.¦¢�§�a?i�Ká Ò�Ù�:£:�Ø£:��Ý¤l¦¢� ÂÃ¥� � ¾ �¢�2��H

¿ B �:�� ñ ��Â1�¥��� �+��¤+��§�E�+���O����3�Ù�Ù¦l£:�:Â1��� �:�:��è������� Â1�+��¿+¥�+�u¥�Ù��Â1è?�:�ª����:��¬�¦l�1¬����� ���9�1�¥�9�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�
�¥�¨�O�+Â1£��Ýè���ÂL£:QJ.��Â1� ����§�6� ¦i� �¥�:� ¥� �¥�?�Ù¦l�ÙÂÃ�+���ND�¤�ÂÕ�R�:�¢�Ù���®¤¢¦l� Â1Ò�Ù ñ
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ÓØÂÃ�:� Â c �:�+���Ò� Ô �¥�K �¥�Êd c H Ô �1g�Îq�f,�+�§�ª¬� ¦l� � ÂFJ.Ø�Ã��E¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥� ¾ �¢�2�+¿ B �:�¥�
X = G/P

�Ù�¥�1�Ã��
è?�:�

X∗
� �+ÂÕ�r£:ÒÐ(�¬Ò�ÙÂÃ¤¢�¢À9Â ñ � ñ �Uá �¥�����:¦¢�i�:�:� ¾ «��O���� �:�çÐA¦¢¬� ñ A ��:�r� ���:�Ã�Ù¦l��Ð(����¦¢��� � Âª£:�u�+�§�Ù��

�.¦¢�¨���:�+¾ ñ
��Â1�¥��è?�:�N���N�1ÂÃ�2ÂÕ�Ù��Ï¦l��Æu¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥� ¾ �+�u�+¿ B �:��ª�:�Ø���+ÂÃ���.¦¢�ª�Ù¦l� Â1��ÐA¦lÂ1�Ù¦l�?�ª£:���O�+ÂÃ�?��£:�6¤��:�Ø£:�

� ¦M¿+¥�+�u¥�Ù��Â1�lÀLÂ1�>¬�¢�?¤�ÂÃ��§�r£��2�:�l�Ù���è?�:�/��Â1��=� �¢��¤+�¥�?�r�1�¥��¤l¦¢��Â1¥� � ¾ �+�u�+¿ B �:���¦¢�:�:¦¢�Ù¦¢ÂÃ� ����§�
¬�¢�2�u�2� Æ���u�:�1�¥���Ù� B ���.¦l� ¾ �+�1�+¿¢Â1è?�:��y�Ã�+� ��è����/�@áâ�+�t¥�Ù��£:Â1�u�:�:�2�:� �+��� Â1Ò�Ù2£:�+�:�:¥�/£:�

X
ñ ×Ø�

�:�Ã�:� £:�¥�Ý¦¢��� Â1¬¥�1��ª� ¥¬��§� �Ý�+�§�Ý�2�¢�?� � 6è����®�@áâ¥�Ù��£:�N¿+¥�+�2Ò�Ù��Â1è?�:�Ø£��� ¤l¦¢� ÂÃ¥� � ¾ �+�2�¢¿ B �:�¥� £:�+�'H
�.¦¢ÂÕ�Ý£:���:�+��¤¢��Ã�1��Ý�O���� �O�¬Ò�ÙÂÃ¤¢��6���� ¾ ¥�+� ÂÃ�®£:��R� �¥�:� ¥� �¥�?�Ù¦l�ÙÂÃ�+�:� î d A H Ô  ¢�+�¢¡=f4ð ñ

æÖ�Ý�ÒÆ�Â1�ç�Ù���:�I¬�¦¢��� � B �u�.¦¢�ç�ÙÂÃ¬�:�ÃÂ1���£:�M¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¥��£:�.¦¢�Ã�� î �¢���Ù�¥������u¬�+�u�2��¤l¦¢��Â1Ò�Ù��£��.¦¢�1�¥�
£:��¤l¦¢� ÂÃ¥� � ¾ �+�u�+¿ B �:��Ùð®�NDt�1¦�� �O�+�:���/¦l��Æ=è?�:��ç�ÙÂ1�¢�:���+À� �À²PM��ç�r¬¥�+�:�?�:� ñ æÖ�>�¥á ¦¢¿¢ÂÃ�y£:�¥� ¾ «%H
�O�� £�¥�Ù�¥� �uÂ1�.¦l�?� ��Ò�Ù�:£:ÂÃ� �¥� ����§�ÙÂÃ��1�Ã��u��§� �:¦¢��T®��ÕÐA¦¢�:£�H c ¦l�:�Ù¦¢���'¤%H�L���1�Ò¤�Â1�:��M?« î d�TÂH c H�Lo�+ghg§ ?À
TÂH c HÝLo�+gkg¢¡kf ð ñ,½ �+�:��Â1£:¥� �+�:�

X = Pk1 × Pk2 × · · · × Pkr ⊂ P(Ck1+1 ⊗ Ck2+1 ⊗ · · · ⊗ Ckr+1)�1�M��� ��£:�:ÂÃ��£������¿+��·£��
r

�� �:¦¢¬�¥�2�:���g©��¬Ò�ÙÂÕÐ(� ñ Ä��¢�:�
r = 2

�Ò�
k1 ≥ k2 = n

À>�1¦�¤l¦¢��Â1Ò�Ù
X¬�¢� � �¥� �O�+�:£�?�� ¦y�:� �g©��¥¬¥� ÂÃ¤�Â1� ¦l�ÙÂÃ�+�2£��N� ¦®¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¨£:�¥� �/¦g�Ù� ÂÃ¬�¥�ª£:�6�Ù¦¢��¿

1
ñ Ó6�:� B � Â1£:�¥�§�ÙÂ}J:¬�¦l� Â1�+�UÀ

V ⊗W ∗ ' V ∗⊗W
À
X∗

�¥á ÂÃ�?� ����:� B �Ù�Ý¬�¢�2�u� � ¦6�:� �g©��¥¬¥� ÂÃ¤�Â1� ¦l�ÙÂÃ�+�r£:�Ý�1¦6¤l¦¢� ÂÃ¥�  £:��>�2¦l� � Â1¬¥���£:�
�Ù¦l�:¿�Â1��Ð(�¥� ÂÃ��:�ª�+��¿§¦¢��?

n
ñ Ó6Â1�:��Â��Ká ¥è��:¦l�ÙÂÃ�+�Mè?�:ÂU£:fJ.�:ÂÃ�

X∗
�Uá �¥���¨¦¢���Ù� �®è?�:�®�Ã�N£:Ò�Ù����2ÂÃ�.¦¢�§� ñ

Ä��¢�:�
r ≥ 3

�+�o�O����iÂ1�§�Ù�¥� �:��¥�Ù�¥�
X

¬¥�+�u�2��� ¦�¤l¦¢� ÂÃ¥�Ùu£:�¥�i�i�:�Õ�ÙÂ1�2¦l� � Â1¬¥��®£:�/�Ù¦¢�:¿
1
À��¥�r� Â

X∗
��ç�R�:�:� ¾ «��,�¥� ���:��ÐA¦¢¬¥���¢��¦¢�:�O��1�Ã� ¾ «��,�¥� £:Ò�Ù����2ÂÃ�.¦¢�§�R�@áâè?�.¦g�ÙÂ1�¢��£:�

X∗ ñKa ���.¦l� �1�¥�Ù¦�¦¢�Ã�+� �
£Uá ¾ «��O���£:¥� ����2ÂÃ�.¦¢�§�¨£:�®Ð(�+� �2¦l�

(k1 + 1)× · · · × (kr + 1)
î ¤+�+ÂÃ��d�TÂH c HÝLC�+gkg¢¡<f ð ñ

×N¦¢�:�Ëd�TÂH c HÝLC�+ghg+ �f��1��N¦¢���Ù�¥�:� �®��� ����§�Ù�¥�§���Ã��6�:� �¥�2Â B � �¥�N�:���+�:� ÂÃ¥� �N£:�¥� ¾ «��O���£:¥� ����2Â H
�.¦¢�§� � ñ�A �R�Ù�¥� �u�Ø¦�«+¦¢�§���:�/� ������ �¥�:�1�¥�2�¥�§���Ã�+� ��è����

X∗
��ç� �:� ¾ «��O���� �:�çÐA¦¢¬�lÀ�Â1�Ã�Ï¬� ¦l� � ÂFJ.��§�ª�1�¥�

�:����£:��ÂÃ�Ù�E£:�N���¿+��Ø�Ù�¥�1�Eè?�:�
δX∗ = 0

ñ�½ á �¥���Ý�Ã�¨� ¾ �+� B �u�r� ñ Pr£:��d�TÂH c H�Lo�+ghg§ +f�è?�:Â,�Uá �¥����è���á �:�
¬�¦l���.¦¢�ç�ÙÂÃ¬�:�ÃÂ1��>£���������:�Ã�Ù¦l�Ù�E£:� c �:�¢��H Ô �¥�K �¥� ñ Ó$¤+�¬Ø�1����Ï� ¾ �¢� B �u��P ñ �+À?�Ã��ª¦¢���Ù�¥�:� �E£:�+���:��§�
�:�:�NÐ(�¢� �i�:�Ã�6��¬¥�:� ��ÂÃ¤+�®�O�+�:��¬�¦¢�Ã¬�:�Ã����Ã�Ø£:�¥¿+� ®£��

X∗ ñ ÅÏ��J.��£.¦¢�:�Äd�Ì4HÝLe�+ghgk½=f$é ñ Ìo�Ò«��/¦¢�M�Ò�
Ó ñ L���Ã�¥¤�Â1���-M§«/Ò�Ù�:£�Â1��§�Ý�Ã��ª� Â1��¿+�:� ¦l� ÂÃ� �E£:�

X∗ ñCA ���� �2�l�ÙÂÃ¤l¦l� Â1�+���:����uÂ B � �ØÒ� ¦¢ÂÕ��£��N¬�1¦¢� ��Â}J.�¥�
�1�¥� ¾ «��O���£:¥� ����2ÂÃ�.¦¢�§�Ù��è?�:Â>�:��� �+�§���.¦¢�y��Â1�:¿+���1Â1�¥� �®�¥�t¬¥��£:ÂÃ�2�¥�:� ÂÃ�+�

1
ñ>a �=� ¥� �:�u��¬�¥�y� � �+ÂÃ�

�O�+Â1�§�Ù�Ýè?�:ÂL���O�+�:£:�¥�§�N¦¢��Æ�è?�:��ç�ÙÂ1�¢�:�y�+ÀO �À�P�À�£.¦¢�:�R�1�N� ¾ �¢� B �u�y� �:ÂÕ¤l¦¢�§�y¯
Ú ±²Ï?È7Í^Ð�Ûoµ�Ñ�ä'±²Ï?ÈOÍÚÐ�Ûoµ���Ô�¬)Á�ä'±²Ï?ÈOÍÚÐ�ÛoµÍ¬�Ô"��Ñ�ÎÐÏ'��Ï¥êÑ�T»9»��CÓLµ§äÓÒ+ÈOË�¸�ÏTÔU»$µ�ËÕÒ+µ�¸6º�»�ä'±²Ï?ÈKÏ
ÍÚÐ�Ûoµ�´�Íg²KË}Ò§²A´�Ê.³Eº�µ Ñ�Ö×ÏÒêÑ�R»9»9ÀCÓ�Ó�Ô

Ø ´/��v u'zr`�_fb�m'Ùfg�_fbf]/hvscoNs�g�m'_ l"\^br]toNg
(k1 + 1)× · · · × (kr + 1)

_�Õ�hÖkfg�_�kfh�_fg k�_fn�pÖ_f]	_fs�g�kfh

kl ≤
∑

j 6=l

kj, ∀ l = 1, . . . , r.

Ù ´X[�\^hvg
d(k1, . . . , kr)

pÖ_Gm'_jyNbdÙGm'_�p&v u'zr`�_fb�m'Ùfg�_fbf]/hvscoNs�g m'_�l"\^br]toNg
(k1 + 1)× · · · × (kr + 1)oNpÖ\^bdk ∑

k1,...,kr≤0 d(k1, . . . , kr)z
k1
1 . . . zkr

r = (1−
∑r

i=2(i− 1)ei(z1, ..., zr))
−2

\=Ú
ei(z1, . . . , zr)_ekfg�pÖ_

i
w&Sf]	_�`�\^p�z^s �^]	_�kfz^]	Ùfg�brhi��n�_XÙfpÖÙf]	_fs�g�oNhvbd_�×

Û ´K[�\^hvg
∆X

n�s�u'zr`�_fb�m'Ùfg�_fbr]/hvscoNs�g m'_àl"\^br]toNg
(k1 +1)×· · ·× (kr +1)

��oNqN_ew
r ≥ 3

g�_fp���n�_
p&v u'ze`�_fbekfn'bvlQo'we_

∆X = 0
s�_�k�\^hvgc`Co^k�kfhvs'yNn'p�h2Sfbd_+_fsOwe\�mNhv]	_fsCkfhj\^s

1
oNpÖ\^bdkapÖ_àl"\^bf]toNg _ekfg

(2, 2, 2)
�

hi×i_�×
X = P1 × P1 × P1

×
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ÓØ�:� B ���1��� ¾ �+� B �u�u£�� c �:�¢��H Ô �¥�K �¥�@ÀL�Ã�u��� �+�:� B �u���.¦l� �:� �¥�>è���ÂE�����,�+���2�¥����£:�u¬�1¦¢� ��Â}J.�¥�
�1�¥� ¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¥� ¾ �+�u�+¿ B ����Ý£:�+�§�¨�1�¥�Ý¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥�Ý£:�.¦¢�Ã��R� �+�§�¨£:�¥� ¾ «��O�� ���:��ÐA¦l¬��6£:¿¢�:¥� �¥�Ø�O�+�:�Ý�Ã�
�1ÂÃ�����Â1�:¿+���1Â1�¥� î Â ñ � ñ �1���ÃÂ1�����Â1�:¿¢�:�1ÂÃ��N�¥����£:��£:Â1�u��:��Â1�+��ÂÃ��Ð(��Â1�¥�:� �S?�� ¦�£:ÂÃ�2�¥�:� ÂÃ�+�=¦l� � ��:£��:�%ð ñ
½ �+�u�2�����+�:�·�@á ¦%¤¢�+�:��£:ÂÕ��À �Ã�+� ��è����

X∗
��ç�·�:�:� ¾ «��O���� �:�çÐA¦¢¬�lÀ

X∗�����&� �¥����ÀR�¥� ¿+¥�:� ¦¢�@ÀÝ���:�
� �¢�:�ÝH@¤¢¦l� Â1Ò�Ù�£:�i¬��£:ÂÃ�2�¥�:� ÂÃ�+�

1
£.¦¢�:�

X∗ ñ)� �+�:�N¦�¤¢�+�:�®£:�+��¬r¬ ¾ �¥� ¬ ¾ t?/¬¥� ¦¢��� Â}J:��Ø�Ã��¨¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥�
¾ �+�u�+¿ B �:��/£:�+�§���1�¥�/¤l¦¢� ÂÃ¥�Ù¥�M£:�.¦¢�Ã���Ò� ¦¢ÂÃ��§�M£:�¥� ¾ «��O���� �:�çÐA¦¢¬�¥�·���+� �2¦¢�1�¥� î

X∗
¥� ¦l�?�����:�

¾ «��,�¥� � ����ÐA¦¢¬¥�¢À��¢�/¦��@áâè?�:ÂÃ¤l¦¢�Ã��:¬¥�R��§�Ù���
X∗

��ç� �:�+���/¦l�1�Ý�¥�
X∗

��ç� � ÂÃ�:¿+�:�ÃÂ B � �Ý��2¬��£:Â1�u���� Â1�¢�
2
À�¤+�+ÂÃ��d Ô ���|�+gh½�Î�f4ð ñ

×N¦¢�:�Ï�Ã�Ý£:���Æ�Â B �u�Ý¬ ¾ ¦¢�:ÂÕ�Ù� �lÀ§�1�¥�>¬�+�:£�ÂÃ�ÙÂÃ�+�:�9è?�:�R�Ká �+���¢���ÙÂÃ��§�Ï�,�¢�:�>�@áâ�ÒÆ�Â1�ç�Ù�¥�:¬�R£:�¥�E���¬Ò�ÙÂ1�¢�:�
� ÂÃ�:¿+�:�ÃÂ B � ��¥À�� �¢�?�3¦¢�:��� Â?£:�¥��¬¥�+�:£:ÂÕ�ÙÂ1�¢�:�$� �ª©u�Ù¦l�?� ����,�+����è?�:�E�1�¥���ç�Ù� ¦l�Ù�¥��£:�

X∗
¬�+��� �¥� �O�+�:£.¦¢�§� ��

� �¢Â1��§��£���£:Â1�u���� Â1�¢�o�2¦gÆ�Â1�2¦¢�1� ñ Á6�:��£���¬�¥�i¬�+��£:ÂÃ� Â1�+�:����ç��¦¢�:�:�ÃÂ1è?�:¥��¦¢�e¬¦¢�i£:�¥�i¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥�
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g

¦¢�Ã�+� �2�+� ¦C�O�+�:�/� �+���
x
À £�Â1�

gx ≥ r
ñ ×Ø�¢�:¬��@áâ�+�O�Ù¦g�Ù����

ad(x)¦¢£:�u�¥�
0

¬¥�+�u�2�y¤l¦¢�1�¥�:�6��� �+�:���i¦�¤+�¥¬��i�:�Õ�ÙÂ1���1Â1¬¥ÂÃ� N¦¢���u�+ÂÃ�:�
r
ñ Å>���.¦¢��� Â1¬¥�:�1ÂÃ��Ý¬�¥� ¦/ÂÃ�2���1Â1è?�:�

D0(x) = D1(x) = ... = Dr−1(x) = 0
ñ�A ����� ��uÂ1�¥�Ý�,�¢�Ã«��K�+�u�N�:�+�·�?�:�L��ç�¨£:�+�:¬

Dr

ñ
� �+����¦�¤+�+�:�

Dr(x) 6= 0
��Â��¥�i� ����1��u��§����Â

x
��ç��� ¥¿+�:�ÃÂ1���� �¥�2Â HÖ��Â1�u�:�1� ñ}a ���:�e�Ã�u��§�

x
����uÂFHÖ��Â1�u�:�1�r������ ¥¿+�:�ÃÂ1��y��ÂE�Ò�r����:�Ã��u��§�

∀ α ∈ R
�+�t¦

α(x) 6= 0
ÀL��D

R
��ç�i�@áâ���� ��r�:�1�

£:�¥�·� ¦¢¬ÂÃ�:��M£��
g
ñ¨½ �¬Â®�O����2�Ò��À ���+�:���@áâÂ1���+�u�+� � ¾ Â1� �u�·£:� ½�¾ �¥¤l¦¢�Ã�1�¥«¢À

C[g]G ' C[h]W
À�£:�

� �¥¬�+���.¦�È1� � �
Dr

¬�+�u�u�N�1�®�:����£��:ÂÃ�R£:�¥�R�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�

Dr |h =
∏

α∈R

α = ±(
∏

α∈R+

α)2 ?u��¬�¦¢�1¦¢Â1���N�i�:�Õ�ÙÂ1���1Â1¬¦l�ÙÂÕÐU�:� B � ñ

���+�:�u�@á ¦¢¬Ò�ÙÂ1�¢�C£:�I¿+� �+���,��£:��Ìt�¥«��@À
W

À9¬¥�·�O�+�Õ«��ª�+�2�/�Uá �¥���2�.¦¢��Â1��� ¥£:�:¬¥� Â1�:�Ã���1�¢� � è?�:���Ã�
£:Â1¦¢¿+�Ù¦l�2�u�Ø£:��×6«��IM?ÂÃ�

Γ
£��

G
¦¢£:�u�¥�R£:�¥�6� ¦¢¬ÂÃ�:��Ý�Ã�+�:¿+����R�¥�R¬¥�+�:��� �� ñ a ��¦�£:�+�:¬

Dr |h = Dl|hDc|h =
∏

α∈Rl

α
∏

α∈Rc

α

��D
Rl

�¥���Ý�Ká �¥�:� �¥�i�:�1�6£:����Ù¦¢¬¥Â1�:�¥� �1�+��¿+�:��ª£:�
g

�Ò�
Rc

�@áâ���� ��r�:�1�6£:�� � ¦¢¬ÂÃ�:���¬�+�:�ç�Ù�¥� ñIA �N�ÃÂ1�¥�
¦�¤+�¥¬��Ã�®£:Â1��¬� ÂÃ�2ÂÃ�.¦¢�§� £��

XG

��ç�6�Ã�®� �:ÂÕ¤l¦¢�§�
Ú ±²Ï?È7Í^Ð�Ûoµ ��Ô���Ô"�0Q Ú µ§í,µ�³(µ§í Ñ Ú µî�Ig+g�àcÓ;ÁihuÛoÈLº$Ê�Ñjh�Û �Ig+g+gIÓkS�Ô |�`cb�SekUoNqN\^hvb�him'_fs�gih 7�Ù

g_fg
g∗

q�hioZpFoal"\^br]	_Km'_ � hvpvp�hvs'y^��\^s{o

∆XG
= Dl.

a ���:� �¢�,�+���Ø�:���Ø�:�+��¤+��Ã�1�¨�:� �¥��¤+�®£��Ø¬�¨� ¾ ¥�+� B �2�6è?�:�Ø�Ká �+�2£:£��:ÂÃ�ª£:���Ã��u�2�R� ��ÂÃ¤l¦¢�§� ñ�½ �
�1�¥�2�u�9��Â1�u�:�1ÂFJ.�3�Ã��$¦¢��¿+�:�u��§�Ù�L£:�Zd Ñ��� ¢�¢�¢¡<f?�Ò� d a �  ¢�¢�+�=fKÀ%�¥�$£:�¢�:�:�Ï����:�1���L£:��$Â1��Ð(�+� �2¦l�ÙÂÃ�+�:�
� ���:�:�1¥�2�¥�§� ¦¢ÂÃ� ��R�O�+�:�Ý�Ã��R¦¢��� � �¥�¨�¢� �:ÂÕ�Ù��R�:ÂÃ�1�O�¢�Ù�¥�§�Ù��®¯
ÉÏµ�ÛoÛoµ ��Ô [�\^hvg

v ∈ g
n's qN_ewfg�_fn�bXs�hvp `�\^g�_fs�gv�Â\^s|s�\^g�_

Xv = P(G.v) ⊂ P(g)
×b|�`cb�SektoNqN\^hvb

him'_fs�gih 7�Ù
g
_fg

g∗
`CoNb�pFo/l"\^bf]	_�m'_ � hvpvp�hvs'y^�G\^s6s�\^g�_

Y ⊂ P(g∗)
p&v u'ze`�_fbdkfn�bvlQo'we_�m'Ù87Rs�hj_U`CoNb

Dr = 0
��oNpÖ\^bdk

X∗
v ⊂ Y

×
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�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc×
g = h ⊕α∈R gα

À3�Ò�2���+ÂÃ�
v

�:��¥�1�u��§���:ÂÃ�1�O�¢�Ù�¥�§� ñ Ó ¬¥�+�g©��:¿+¦¢Â1���+�e�:� B ���+�
�O����r� �:�:�O�+����

v ∈ ⊕α∈R+gα

À���D
R+

�¥�����Ká �¥�:� �¥�i�:�Ã�/£:�¥�i�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�r�O�+� ÂÕ�ÙÂÕ¤+�� ñ ×6�+�:¬�ÂÃ�E� Æ�Â1��� �
£:�¥�N¤+�¬Ò�Ù�¥�:� �y�:���+�:� �¥�

{Zαi
}i∈I

�O�+�:�Ø£���®�Ù¦l¬Â1����N�O�+� ÂÕ�ÙÂÕ¤+��¥À
αi

ÀO�Ù��Ã�Nè?�:�
v =

∑

i∈I Zαi

ñ ���+ÂÃ�
i ∈ I

À+¦l�1�+���
[Z−αi

, v] ∈ T̃vXv

ñ+½ �¥�>¥�1�u��§�>£��
g

¦Ø�,�¢�:�9�.¦¢�ç�ÙÂÃ��� �¥�2Â HÖ��Â1�u�:�1�
hαi

= [Z−αi
, Zαi

]
ñ

���+ÂÕ�
H ∈ X∗

v

À9¦¢�Ã�+� �
T̃vXv ⊂ H

�¥�i£��+�:¬
[Z−αi

, v] ∈ H
ñ Å>�e�:�l� ¦¢�§�

H = B(h, .)
À�Â1�>¤�Â1��§�

B(h, [Z−αi
, v]) = 0

ñ Ä��+�:���Ã��u�.¦¢�ç�ÙÂ1�¥�/����uÂFHÖ��Â1�u�:�1�¥��£:�
h

�¥�
[Z−αi

, v]
ÀÏ� ¦=£:����:Â B � ��¥¿§¦¢�ÃÂÃ�Ù

Â1�u�:�ÃÂ1è?�:�
αi(hs) = 0

À.¬�yè?�:ÂL� ÂÃ¿+�:ÂFJ.�
Dr(hs) = 0

À:Â ñ � ñ
H ∈ Y

ñ
2

�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc× î £:��� ¾ ¥�+� B �2��ð a ��¦¢�:���1Â1è?�:�y�Ã�r�1�¥�2�u�G?2�Ká �+���:ÂÃ� �y£:QJ.��Â1�r�:¦¢�6�Ã��¤¢�¬¥� ��:�Ø£:�
�:�Ã�:� ¾ ¦¢���y�O�+ÂÃ£:�À

v = Zα̃
ñ ×Ø�¢�:¬��+���+��� Â1��§�

α̃(hs) = 0
ñ�A ���:�Ã�:� ¾ ¦¢���y�,�+ÂÃ£:�N�¥���y�:�:��� ¦¢¬ÂÃ�:�

�1�¢�:¿+�:�lÀL£Uá �NDt¬¥�¥� � �2Ð(�+ÂÃ�
Dl(hs) = 0

ñ Å>�CJ.�o�O�+�:�y�Ã��y¤¢¦l� Â1Ò�Ù¥��¦l£g©��+Â1�§� ��y�+�=�Ù¦¢ÂÕ��è?�:�
X∗

G

��ç�
�:�:� ¾ «��,�¥� ���:��ÐA¦¢¬¥�¢ÀO£:�+�:¬

X∗
G ⊂ Y

Â1�u�:�1ÂÃè?�:�N�@áâ¿+¦¢�1ÂÕ�Ù ñ
2

×Ø£��:Â1���+�:��£:��¬��� ¾ ¥�+� B �2�����:���ÒÆ��:� �¥� ��Â1�+�t£:��£:Â1��¬� ÂÃ�2ÂÃ�.¦¢�§�®£:�
XG

ÀL�Ã�+� ��è?�:�
G

��ç���:�:�
¦¢�Ã¿ B �:���®£:� A Â1�®¬�1¦¢� ��Â1è?�:� ñ

A ��6¦¢�1¿ B �:� �¥�Ý£:� A Â1�®¬�1¦¢� ��Â1è?�:�¥�¨�O���¤+��§�Ø� �y£:¬¥� ÂÃ� �y¬�+�u�u�N� �:ÂÕ�y¯

slnC = Mat0n(C) := {A ∈Matn(C)|
� �Ù¦¢¬¥�

A = 0}

so2n+1C = {





A B G
C −AT H
E F 0



 ∈Mat02n+1(C)

|A, B, C ∈ Matn(C), BT = −B, CT = −C, ET = −G, F T = −H}

sp2nC = {

(

A B
C −AT

)

∈Mat02n(C)|A, B, C ∈Matn(C), BT = B, CT = C}

so2nC = {

(

A B
C −AT

)

∈Mat02n(C)|A, B, C ∈Matn(C), BT = −B, CT = −C}

a �o�O�����£:�+��¬2�.¦l� �1�¥�®£:�u� ¦M� �¥���Ù��Â1¬Ò�ÙÂ1�¢�=£���
Pi =

� �+�u�2�®£���
i × i

�:��Â1�:¬¥Â1�.¦¢��ÆM�uÂ1�:�¥�:� � ñ
Ä��¢�:�r¬ ¾ ¦lè�����¦¢�1¿ B �:� �u£:� A ÂÃ�2¬¥� ¦¢��� Â1è?�:�2¬�¥�i�,�¢�Ã«��K�+�u�����:¿¢��:£:����§�

C[g]G
î ¤¢�+Â1�ÐdâÄ��/ ¢�+�§ +f4ð ñ

×N¦¢���Ø�1�y¬¦¢�6�:¦¢��� Â1¬���1Â1�¥�Ý£:�
Dn

À
P2n

�1��£:Ò�Ù����2ÂÃ�.¦¢�§�¨�Uáâ����Ø�.¦¢�¨Â1��� £��:¬¥� Â1�:�Ã�¢À
P2n = Pf 2

�Ò�Ø�Ã�
�O�+�Ã«��K�+�u�

Pf
��ç�Ø¦l�:�,�¥�1yÄ9ÐA¦<©u�� ñ

a ���+���ÙÂ1�¥�§�¨¦¢�1�+���À
°�ÍgÈ7´>ÈO¸�²4ä'²(È,Ëß��Ô���Ô"��Ôm� s�_/Ù-��nCoNg�hj\^s	`�\^n'b+pÖ_KmNhÖk�wfbrhv]/hvscoNs�g�m'_

XG

_ekfg¡
n ze`�_

An

�
∆XAn

(x) = ∆(tn+1 + P2(x)tn−2 + ... + det(x)) = 0n ze`�_
Bn

�
∆XBn

(x) = ∆(tn + P2(x)tn−1 + ... + P2n(x)) = 0n ze`�_
Cn

�
∆XCn

(x) = ∆(t2 + det(x)) = 0n ze`�_
Dn

�
∆XDn

(x) = ∆(tn + P2(x)tn−2 + ... + P2n−2(x)t + Pf 2(x)) = 0
×
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�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc× A ��¬¦¢�
An

¦�¥� ®�Ù�Ù¦lÂÃ�ÙlÀ�¤+�¢Â1�Ý�@áâè?�.¦g�ÙÂ1�¢� î � ñ  +ð ñ
A �ª¬¦¢�

Cn

���ª� �Ù¦¢ÂÕ�Ù�Ï¦¢ÂÃ� �u��§� ñ ÅÏ���QE,�¥�Àg���+ÂÃ�
V

�:�r�¥� �.¦l¬�ª¤¢�¬Ò�Ù�+��Â1��?¬¥�+�2���1�ÒÆ��Ï£:�E£:Â1�u���� Â1�¢�
n
ÀR¦l�1�+���

sp2n ' S2(V )
ñ ���+���·¬¥�¥�·Â1���+�u�+� � ¾ Â1� �u�¢Àª� ¦o¤l¦¢��Â1¥� �¦¢£g©��+ÂÃ�§�Ù�

XSp2n

�¥á ÂÃ£:��§�ÙÂFJ.�|?
v2(P

n−1)
�1¦�¤l¦¢� ÂÃ¥� ®£:��R�2¦l�Ù��Â1¬�¥� ��«��u¥� � Â1è?�:�¥�R£:�y�Ù¦¢�:¿

1
ñ ��¦i¤l¦¢� ÂÃ¥�ÙØ£:�.¦¢�Ã�®¬�+��� ����,�¢�:£�¦l�1�+���

?r�1¦�¤l¦¢� ÂÃ¥� 6£:�¥� �2¦l�Ù��Â1¬�¥�ª�ç«��2Ò�Ù� ÂÃè?�:�� £��N�Ù¦¢��¿�¦¢���:�Ã�:�
n

£:�+�§� ���:�Nè?�.¦g�ÙÂ1�¢����ç�Ý£:�+�:���N�.¦l�
�1�®£�¥�Ù�¥� �uÂ1�.¦l�?� ñ9a �

∆(t2 + det(x)) = 0
��ç�¨�:�:��¦¢���Ù���NÐA¦N��¢��£Uáâ¬¥� ÂÃ� �

det(x) = 0
ñ

Ä��+���·�Ã��¬�¦l�
Bn

�:�+�:�·¦¢£��+���Ù�¢�:�M�1�¥�M�:�¢� ¦g�ÙÂ1�¢�:��£:� dâï7�'HXÅØ¦M�+gkg��%f ñ ���+ÂÕ�
M ∈ so2n+1

À�?
¬�¢�g©��:¿§¦¢ÂÃ� �+�2�:� B �À��+�/�O������.¦¢�ª� ¦y£:¬¥�+�2�O�+��ÂÃ�ÙÂÃ�+�u£:�®é¢�+��£.¦¢��¥¬��Â1� �

Ms

� ¦��.¦¢��� Â1�R� �¥�2Â HÖ��Â1�u�:�1�
£:�

M
� �+�:�¨� ¦rÐ(�¢� �u�¢À

Ms = {





A 0 0
0 −AT 0
0 0 0



 ∈Mat02n+1|A ∈Matn, A = diag(λ1, ...λn)}.

���+ÂÕ�
α

�:�:�R�Ù¦¢¬¥Â1�:���1�+�:¿¢�:�¢À+£�á ¦¢��� B �Ï�1¦y£�� ¬¥� ÂÃ���ÙÂÃ�+��£:�+�:���¨£:�
so2n+1

�Ò�ª¬¥��Ã�1� £:�R����Ï�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�
£:�+���:��£.¦¢�:�Adâï.��HXÅ6¦��+ghg���f@À.�+�·¦

α(Ms) = λi ± λj.

×Ø�+��¬��Ká ¥è?�.¦l�ÙÂÃ�+��£:�·£:Â1��¬� ÂÃ�2ÂÃ�.¦¢�§� è?�:�y�Ká �+�·¦��.¦¢�R�Ã�N� ¾ ¥�+� B �2�®�¥���

Dl(Ms) =
∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2.

½ �+�:��Â1£:¥� �+�:�¨�2¦¢Â1�§�Ù�¥�.¦¢�§�
PM

�Ã�®�,�+�Õ«��K�+�u�N¬�¦¢� ¦¢¬¥� ��Â1��� Â1è?�:�®£:�
M

¯

det(M + tId) = t2n+1 + P1(M)t2n−1 + P2(M)t2n−2 + ... + Pn−1(M)tî � ¦¢�:�O��
trace = 0

ÀÝ�Ò�
Pn = det = 0

ð ñ¨½ ���,�¢�Ã«��K�+�u��¦¢£:�u�¥�
0

¬�+�u�u���Ù¦¢¬¥Â1�:���:��Â1� è?�:�
det(M) = 0

ñ ��ÂL�+��¬¥�+�:��Â1£ B � �

t2n + P1(M)t2n−2 + P2(M)t2n−2 + ... + Pn−1(M),�+���+���ÙÂ1�¥�§�N�:���O�+�Ã«��K�¢�2��è���Â9¦/¬¥�+�2�u��¤l¦¢�Ã��:���N�:���+�:� �¥�
λi,−λi

ñ ï7¦¢ÂÃ� �+�:�6�1��¬ ¾ ¦¢�:¿+�¥�2�¥�§�y£:�
¤l¦¢� Â1¦¢�:�Ã�

T = t2
À.�+���+���ÙÂÃ��§�¨�:���:�+��¤¢��¦¢���,�¢�Ã«��K�+�u�¢À

T n + P1(M)T n−1 + P2(M)T n−2 + ... + Pn−1(M)è?�:ÂR¦�¬�+�u�u�/¤l¦¢�1�¥�:� ���:���+�:����
λ2

i

À3�¥�u£:�+�:¬M��ÂÝ�+��¬�+��� Â1£ B � �����+�å£�Â1� ¬¥� ÂÃ�2ÂÃ�.¦¢�§� î �:� ��£:�:ÂÕ��£:�
¬�¦l� � y£:�y�1¦i£:Â}E,����:¬¥��£���¨�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥� ðÒÀ.�¢�·�¢���ÙÂÃ��§�

∆(T n + P1(M)T n−1 + P2(M)T n−2 + ... + Pn−1(M)) =

∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λ2
i − λ2

j)
2 =

∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2 = Dl(Ms).
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Ä��+���
M ∈ so2nC

À.�+���:�¢�Ù�
Ms

�Ù¦��.¦¢��� Â1�®����uÂ1� ÂÃ�2���1�¢À

Ms = {

(

A 0
0 −AT

)

∈Mat02n|A ∈Matn, A = diag(λ1, ...λn)}.

���+ÂÕ�
α

�:�:�y�Ù¦¢¬¥Â1�:�lÀ:£Uá ¦¢�:� B �¨� ¦i£:¥� ¬��Â1��� Â1�+��£:�¢�:�:��£:�
so2n

À.�+�·¦

α(Ms) = λi ± λj.

A �®� ¾ ¥�+� B �2�®ÂÃ�2�:�ÃÂ1è?�:�lÀ

D(Ms) =
∏

1≤i<j≤n, i6=j

(λi ± λj)
2.

½ �+�:��Â1£:¥� �+�:�¨�2¦¢Â1�§�Ù�¥�.¦¢�§�
PM

�Ã�®�,�+�Õ«��K�+�u�N¬�¦¢� ¦¢¬¥� ��ÂÃ�ÙÂÃ� è?�:�®£:�
M

¯

det(M + tId) = t2n + P2(M)t2n−2 + P4(M)t2n−4 + ... + Pf 2(M)î �:¦l�Ù�:����Ã�1��u��§�y�O�+�:�
i
Â1�u�.¦¢ÂÃ�N�+�=¦

Pi(M) = 0
ð ñ�½ ���O�+�Ã«��K�¢�2��¦��,�¢�:�N¤l¦¢�1�¥�:� �y�:���+�:� �¥�

λi�¥�
−λi

ñ Å>�MÐA¦¢ÂÃ�Ù¦¢�§�Ý�Ã�Ø�t~�u�N¬ ¾ ¦¢�:¿¢��u��§�R£:�Ø¤l¦¢��Â ¦¢�:�Ã��ªè�������� ¬¥£:�¥�2�u��§�R�+��¦i���M�:�+��¤¢��¦¢�
�O�+�Ã«��K�+�u�¢À

T n + P2(M)tn−1 + P4(M)tn−2 + ... + Pf 2(M),£:�+�§�¨�1�¥�Ý�Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�R� �+�§�
λ2

i

À.£Uá �ND

∆(T n + P2(M)T n−1 + P4(M)T n−2 + ... + Pf 2(M)) =
∏

1≤i<j≤n,i 6=j

(λ2
i − λ2

j)
2

=
∏

1≤i<j≤n,i 6=j

(λi ± λj)
2 = D(Ms).2
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Dn
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�O�+�:���Ã�� £�Â1� ¬¥� ÂÃ�2ÂÃ�.¦¢�§�Ù�E£:�Ø�Ö«��O�

An
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h0 = Zα1 + ... + Zαn

��ç�y� ¥¿+�:�1ÂÃ��6�:Â1�Ã�,�¢� ��§��ÀO�¥�y�¢��¦��:Â1�¥�
B(h0, [g, vα̃]) = 0�:�:ÂÃ� è?�:�

[g, vα̃] ⊂ b
ñ
2

� �+���6�:�l�Ù����+�:�
r ⊂ g

�Ká �¥�:� �¥�i�:�Ã��£���¨�1¥�2�¥�§�Ù�¨� ¿¢�:�1ÂÃ�� �R£:�
g
ñ,½ áâ��ç�+?�£:Â1����è?�:�

x ∈ r⇔£:ÂÃ�
(gx) = r

ñ
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ÉÏµ�ÛoÛoµ ààÔ [�\^hvg
H ⊂ Cr

n's�_au'ze`�_fbdkfn�bvlQo'we_���n�_fpÖwe\^sc��nØ_Âm'Ù87Rs�hj_ `CoNb
f = 0

�²k�\^hvg
H̃ ⊂ g ' g∗p&v u'ze`�_fbekfn'bvlQo'we_Ûm'\^s�s�Ùe_G`CoNb

f ◦ Φ = 0
×3|ÂpÖ\^bdk�\^s�o�`�\^n�b

x ∈ H̃ ∩ r
�+bdÙjyNn�p�hj_fbd�

multxH̃ =
multΦ(x)H

×
�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc× a � � ���:�,�¢� �

x ∈ H̃ ∩ r
�Ò���+�F�:�¢� �

y = Φ(x)
ñaA ¦å� B ¿+�Ã�=£��t�1¦�¬ ¾ ¦�È �:�

£:�+���:�
∂i(f ◦ Φ)(x) =

∑

j ∂jf(y).DPi,j(x)
��D

DPi,j = (∂iPj)ij

ñ Á¨�=� ¾ �+� B �u�2£�� c �+���Ù¦¢�§�
î d c �¢���1gh½�P=fKÀ$Ñ ¾ ��¢� ���� ñ �'ð®¦¢��� �:���/è?�:�

DPi,j(x)
�����£:�u�Ù¦¢��¿��2¦gÆ�Â1�i��� � ÂÏ�Ò�r����:�Ã��u��§�r��Â

x ∈ r
ñ a �����£�£:�:ÂÕ�Mè?�:�

x
��ç��� Â1��¿+�:�1ÂÃ��u�,�¢�:�

f ◦ Φ
� Â6�¥�M����:�Ã��u��§��� Â

y = Φ(x)
��ç�

� ÂÃ�:¿+�:�ÃÂ1�¥���O�+�:�
f
ñ ���:���,�+���+�:�>�2¦¢ÂÃ�?� ��.¦l�?�3è?�:�

y
���+ÂÃ�3£:�Ý�i�:�Õ�ÙÂÃ�:�1ÂÃ¬ÂÃ� 

k
Àl����:� �¥�.¦¢�§�>�Ã��9£:¥� ÂÕ¤+�

� ��¬¬�¥� ��ÂÃ¤+�¥�N£:�
f ◦ Φ

�+�·¦��:Â1�¥��è?�:�
x

����6¦¢��� � Â$£:�y�i���Ã�ÙÂÃ�:�1ÂÃ¬ÂÕ�Ù
k
ñ
2ÉÏµ�ÛoÛoµ�Â�Ô [�\^hvg

X̂∗
G ⊂ g∗ ' g

_fg�k�\^hvg
N(g) ' N(g∗)

pÖ_�s�hvpÖw'�^s�_�m'_
g
×Ø[Øh

g
_ekfg�n�s�_$oNp�yTS���be_�m'_

� hj_�kfhv]Â`cpÖ_�m'_agizr`�_
Γ
m'\^s�gàpÖ_ÂmNhio�yNb-oN]/]	_·`�\�kek�Ù-m'_

n
b�o'wfhvs�_ek$pÖ\^s'yNn�_ekÂoNpÖ\^bdk

multN(g∗) � � �D�D� X̂∗
G =

n
×

4�µ�ÛoÊ:Í=ÔU»$µ ��Ô�¬�Ô���Ô ��s8ot��hj_fs
N(g∗) ⊂ X̂∗

G

`cn�hÖk���n�_�`CoNbÂm'Ù87Rs�hvgihj\^s�kfh
x ∈ N(g∗)

oNpÖ\^bek
x
_fg

s�hvp `�\^g�_fs�g _fg·m'\^s�w�k�oa`CoNbrgihj_�k�_f]/h7wjkfhv]Â`cpÖ_
xs

_ekfgàs�n'pvpÖ_�× Ç pCq�hj_fs�g�oNpÖ\^bdk
∆(x) =

∏

α∈Rl
α(0) = 0

×
�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc×ÝæÖ�3���ª©��N£:�i� ¦¢�:�O��Ã��¨è����

N(g)
�¥���®£:fJ.�:Â��.¦¢�

P1 = ... = Pr = 0
�¥�Øè����i£:�

�:�Ã�:�
N(g) ������� Ì = N(g)∩r

ñ=a ��¦¢�:���1Â1è?�:�>�Ã�>�1�¥�2�u�9�:��¬¥£:��§�9¦¢���O�+ÂÃ�?�
(0, 0, ..., 0) = Φ(N(g)) ∈

Φ(X̂∗
G) = H

ñ%A �+� ��è����
G

����E£:�Ý�Ö«��O�
A−D−E

À�¦¢�Ã�+� �
Φ(X̂∗

G) = ΣG

�¥�
ΣG

¥�Ù¦¢�§�ª�Ã�Ý£:Â1��¬��Â1�uÂFH
�.¦¢�§�3£Uá ���:� � ÂÃ�:¿+�:�1¦¢� ÂÕ�ÙÏ� ÂÃ�2���1�>�Ù�¥�1�1�Eè?�:�

µ = n
À¢�¢�r���£�£:�:ÂÕ�9è?�:�

mult(0,...,0)ΣG = n
ñNA �+��� è?�:�

G
��ç�>£:�ª�Ö«��O�

B−C−F−G
�+��¦6¦¢�:� ��Â

mult(0,...,0)H = n
ñ Å>���QE,�¥�À

H
�¥���>£��+�:�:¥� �.¦¢���:�i�O��H

�Ã«��K�¢�2�Ý�¥�
λ1, ..., λr

�Ò�
ΣΓ∗

��ç���1¦y���¬Ò�ÙÂ1�¢�/£:�
H

�+���Ù��?�:�6��2�:� �¥�.¦¢�§�
λ1 = ... = λr−n = 0

ñTa �
�1�¥�

λi

�O�+�:�
i ≤ r−n

¤�Â1����:��§�E£:�R�,�¢�Ã«��K�+�u��>ÂÃ�?¤l¦¢��Â ¦¢�§� �9£:�R£:�¿¢� �EÂ1��Ð(� ÂÃ��:���>¦¢��Æ��,�+�Õ«��K�+�u��
Pj

�O�+�:�
j > r−n

ñ�A �Ø�O�+�Ã«��K�+�u�
∆XG

¥� ¦l�?� ¾ �+�u�+¿ B �:�¢À?�1�¥�ª�u�+�K�¢�2�¥�EÐA¦¢ÂÃ�Ù¦¢�§�EÂ1�§� ���¤¢��:ÂÃ��£:�¥�
λi

¦�¤+�¥¬
i ≤ r − n

� ����+�§�Ø� �+�g©��+�:���6£���£:�¥¿+� �� �:�O��Â1�¥�:� �Ø¦¢��Æ·�u�+�K�+�u��¨�:�yÐA¦¢Â1� ¦¢�§�6ÂÃ�§�Ù��ç¤+�¥�:Â1�
è?�:�Ý£:�¥�

λj

�,�¢�:�
j > r−n

î £:�ª�Ù��Ã�9�u�+�K�+�u����ÒÆ�Â1�ç�Ù��§�Ï�O�+�:�9�Ã��9�O�+�Õ«��ª�+�2�¥�3è?�:�Ý�Ká �+�r¬�+�:��Â1£ B � �
Â1¬¥Â4ð ñ ÓØÂÃ�:� Â.�O�+�:�Ï�:�u�Ù��.�O�+�Õ«��ª�+�2�lÀ§�+�u�:�6¬ ¾ ¦¢�:¿+�¨�.¦¢�Ï� ¦®�i���Ã�ÙÂÃ�:�1ÂÃ¬ÂÕ�Ù�£��¨�Ká �¢� Â1¿¢Â1�:� �¥�/ÂÃ�2�O�+�Ù¦l�?�
λ1 = . . . λr−n = 0

ñ ×Ø�+��¬
mult(0,...,0)H = mult(0,...,0)ΣΓ∗ = n 2

ë6¦l�:�,�¥�1�+���Mè����t��Â
h0

��ç�·�:� ¥�1¥�2�¥�?����¿+���1Â1�¥���:ÂÃ�1�O�¢�Ù�¥�?�ÀÝ¦¢�Ã�+� �
N(g) ������� Ì = G.h0

ñ Å>�
¬�¢�i�:Â1�:¦¢�§�R�1��Ý�Ã��u�2�¥�Ý¬Â HÖ£:�¥� � ���¨�¢���+���ÙÂ1�¥�§�R¿+���¢¬¥�y¦¢��� ¾ ¥�+� B �2��� ñ P ñ �+À

µ(X ∩H0, x) = n.4�µ�ÛoÊ:Í=ÔU»$µ ��Ô�¬�Ô�¬�Ô È�_+w-oNpÖwfn�p m'_
µ(X ∩H0, x)

_�ÕQ`cp�hi��nØ_ `�\^n'b���nØ\^h
H0

_ekfg·pÖ_�âi�f\^s5ã�u'zr`�_fb�`cpFoNs
m%oNsCkSpFo{we\^sCkfgibrnØwfgihj\^s:m'_ � s�\e`�×ZÈ�v _ekfg@_fs _8s�_fg$p&v ÙfpÖÙf]	_fs�g$bdÙjyNn�p�hj_fbtm'\^s�gap&v \^bQ��hvg�_	_ekfg+_fs�qN\^z%Ùe_
kfn'bGpÖ_�`�\^hvs�gRpÖ_�`cp�n%k�kfhvs'yNn'p�hj_fbKm'_

ΣG

×
•

½ ¦l�1¬���U£:�y� ¦i�.¦l���ÙÂÃ�®è?�.¦¢£:� ¦l�ÙÂÃè�����£��
X ∩H0

½ �+�:��Â1£:¥� �+�:�
X ⊂ P(V )

�:�:��¤l¦¢��Â1Ò�Ùy�:� �'©��¬¥� ÂÃ¤¢�r�i�:��Â1��£:��¬¥���¢� £:�+���:�¥�N�1��¬�¦¢�Ã��R¦¢���,�¢Â1�§�
x ∈ X

À:�Ù�¥�1�1�¥� è?�:�
X

���+ÂÃ�R£��+�:�:¥���:¦¢�
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(x1, x2, ..., xn, fn+1(x1, ..., xn), ..., fn+a(x1, ..., xn))
À.¦�¤+�¥¬

x = (0, ..., 0)
ñ

a ��¦r¦l�1�+���
TxX = {∂xi

}
�Ò�

N∗
xX = {dfµ}

À��Ò���¢�/£:fJ.�:ÂÃ�ª� ¦y� �¥¬�+��£:�6Ð(�+���2�RÐ(�+�:£:¦¢�2�¥�§� ¦¢�Ã�
£:�

X
��

x
�¥��¬¥���+��£:�+�:����¨�.¦¢�¥À

IIX,x =
∂2fµ

∂i∂j

|xdxi ◦ dxj ⊗ ∂fµ ∈ S2T ∗
xX ⊗NxX.

a ���¥�§¤�ÂÃ�Ù¦¢¿¢��Ù¦����+��¤+�¥�§�N�.¦¢�Ý�1¦�� �:ÂÕ�Ù�
IIX,x

¬¥�+�2�u�®�@á ¦¢�:���1Â1¬¦l�ÙÂÃ�+�UÀ

IIX,x : N∗
xX 7−→ S2T ∗

xX

IIX,x(H) = QH
x .æÖ¬Â

QH
x

��ç���1¦C�.¦¢�ç�ÙÂ1��è?�.¦l£:�Ù¦l� Â1è?�:��£:�
X ∩ H

¦¢� �,�+ÂÃ�§�
x

�¥�
H

� �¥�:� ¥� �¥�?� � ?�� ¦oÐ(�+ÂÃ�M�:�
¾ «��,�¥� �:�1¦¢��£:�

P(V )
¦¢Â1�:��Â3è?�:���1¦/Ð(�+� �u�r�ÃÂ1�:¦¢Â1���r¬�¢� � �¥� �O�+�:£.¦l�?� � ñ²A �i� ¦¢�:¿M£:�

IIX,x(H0)
��ç�

£:�+��¬ª�Ã�>�:� �¥�2ÂÃ��$Â1�§¤l¦¢� Â1¦¢�§�L£:�
X∩H0

è?�Uá ÂÃ�§�:�+�:�$ÐA¦¢���$¬¦¢�1¬¥�:�1�¥� ñ Ä��+�:�$¬�¥� ¦R�+�����ÙÂ1�ÃÂ1���>� ¦�J.�Ã� �Ù¦l� Â1�+�
�.¦¢�Ý�Ã��R����.¦¢¬¥��¨�+� ¬¥�:� ¦l� ��:���À

x̂ ⊂ T̂xX ⊂ T̂ (2)
x X ⊂ ... ⊂ T̂ (k)

x X ⊂ T̂ (k+1)
x X = V.

A �+� ��è���á �+��¦��:�:������:��� �¥�§� ¦l� Â1�+�e£:�2¿+� �¢�:�,�
(Vλ, G)

�Ò�iè?�:�
X = G/P = G.[vλ]

À3¬¥�¥� � �
J.�Õ�Ù�Ù¦g�ÙÂ1�¢���áâ�ÒÆ��:�ÃÂ1¬ÂÕ�Ù�@?��@á ¦¢Â1£��N£:�y�@áâÂ1£:�¥�§�ÙÂ}J:¬�¦l� Â1�+�����:ÂÃ¤l¦¢�§� �¢À

T̂ (i)
vλ

X = g(i)vλ��D
g(i) = g⊗i/{x⊗ y + y ⊗ x− [x, y]|x, y ∈ g}

�O�+�:�
i ≥ 2

�¥�
g(1) = g

ñ
ÓØÂÃ�:� Â

IIG/P,vλ
(N∗

vλ
G/P ) = g(2)vλ

�2��£
gvλ

ñ ×Ø¦¢�:���:�¢� � ����ÂÃ� �.¦l�ÙÂÃ�+�o�ND
X = XG

�¥�����1¦
¤l¦¢� ÂÃ¥� y¦¢£g©��+ÂÃ�?� �¢À:���¢�Ù�+���

α̃
� ¦i�:�Ã�:� ¾ ¦¢��� ��� ¦¢¬ÂÃ�:�¢À��+�·¦

IIXG,vα̃
(H0)(Z1vα̃, Z2vα̃) = B(h0, Z1Z2vα̃).���:���,�+���+�:�2è����

Z1vα̃ = [Z1, vα̃]
� �+ÂÕ�u�:�:��£�Â1� �¥¬¥� Â1�+��£:¥¿+�:¥� ¥���,�¢�:�

QH0
vα̃

= IIXG,vα̃
(H0)

À
¦¢�Ã�+� �Ý�+��£:�¢ÂÃ�R¦�¤+�¢Â1�R�,�¢�:� �Ù�+���

Z ∈ g
À

B(h0, [Z, [Z1, vα̃]]) = 0¬�yè?�:ÂL�.¦l�¨ÂÃ�§¤¢¦l� Â ¦l�:¬�N£����1¦iÐ(�+� �u�N£:� c Â1�Ã�1Â1��¿r� �Ò¤�Â1��§��?�£:Â1���®è?�:�
∀ Z ∈ g

À

B(Z, [h0, [Z1, vα̃]]) = 0.

Ô ¦¢ÂÃ�Ý� ¦iÐ(�+���2�N£�� c ÂÃ�1�1ÂÃ�:¿r�¥���¨�:�+�·£:¥¿+�:¥� ¥��£:�¢�:¬y�@áâ¿§¦¢�ÃÂÃ� Ø�:��¬¥£:��§� �rÂ1�u�:�ÃÂ1è?�:�

[h0, [Z1, vα̃]] = 0.

a ���¥��£�£:�:ÂÕ�R�:�:�y¬�¦l�Ù¦¢¬Ò�Ù��Â1� ¦l�ÙÂÃ�+�M£:��¨£:ÂÃ� �¬Ò�ÙÂÃ�+�:�Ý£:¥¿+�:¥� ¥��¨£:�
QH0

vα̃

À
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ker(QH0
vα̃

) = gh0 ∩ T̂vα̃
XG.

Å>��¦¢£:�+���Ù¦¢�§�Ý�1�¥���:�l� ¦l� Â1�+�:�Qd����+�=�+gh½�Î�fU�O�+�:���Ã��ª��«���� B �u��Ý£:�N� ¦¢¬ÂÃ�:���£:��Ý¦l�1¿ B �:� �¥��£:� A ÂÃ�
� ÂÃ�2���1��¥À:�+���:���+��¤+�
ÉÏµ�ÛoÛoµ À�Ô [Øh

g = sln+1

oNpÖ\^bdk
ker(QH0

vω1+ωn
) =< (Z−α1 − Z−αn)vω1+ωn >

×
[Øh

g = so2n+1

oNpÖ\^bek
ker QH0

vω2
=< (Zε1 − Zε2)vω2 >

oNqN_ew
ε1 = −α2 − α1

_fg
ε2 = −α2 − α3

×
[Øh

g = sp2n

oNpÖ\^bdk
ker QH0 = {0}

[Øh
g = so2n

oNpÖ\^bek
ker(QH0

vω2
) =< (Zλ1 − Zλ2)vω2 , (Zλ3 − Zλ4)vω2 >

��oNqN_ew
λ1 = −α2 − α1

�
λ2 = −α2 − α3

�
λ3 = −α2 − α3 − α4 − ...− αn−2 − αn−1

�
λ4 = −α2 − α3 − α4 − ...− αn−2 − αn

×
[Øh

g = e6

oNpÖ\^bdk
ker(QH0

vω2
) =< (Zµ1 −Zµ2)vω2 , (Zµ3 + Zµ4 −Zµ5)vω2 >

��oNqN_ew
µ1 = −α2 − α4 − α3

�
µ2 =

−α2−α4−α5

�
µ3 = −α2−α4−α3−α1

�
µ4 = −α2−α4−α5−α6

_fg
µ5 = −α2−α4−α3−α5

×
[Øh

g = e7

oNpÖ\^bdk
ker(QH0

vω1
) =< (Zν1 − Zν2)vω1 , (Zν3 + Zν4 − Zν5)vω1 >

��oNqN_ew
ν1 = −α1 − α3 − α4 − α5

�
ν2 = −α1−α3−α4−α2

�
ν3 = −α1−α3−α4−α5−α6−α7

�
ν4 = −α1−α2−α3−4α4−α5_fg

ν5 = −α1 − α2 − α3 − α4 − α5 − α6

×
[Øh

g = e8

oNpÖ\^bdk
ker(QH0

vω8
) =< (Zρ1 −Zρ2)vω8 , (Zρ3 + Zρ4 −Zρ5)vω8 >

��oNqN_ew
ρ1 = −α8 − α7− α6− α5−

α4−α3

�
ρ2 = −α8−α7−α6−α5−α4−α2

�
ρ3 = −α8−α7−α6−α5−2α4−α2−2α3−α1

�
ρ4 = −α8−α7−2α6−2α5−2α4−α2−α3

�
ρ5 = −α8−α7−α6−2α5−2α4−α2−α3−α1

×
[Øh

g = f4
�

ker(QH0
vω1

) =< (Zδ1 −Zδ2)vω1 >
� oNqN_ew

δ1 = −α1−α2− 2α3

_fg
δ2 = −α1−α2−α3−α4

×
[Øh

g = g2

�
ker(QH0

vω2
) = {0}

×
�XÙf]	\^sCkfgib�oNg�hj\^sc× a �M�,�¥���Ý£:¥¬� ÂÃ� �N�Ká �¥� �.¦l¬�Ø�Ù¦¢�:¿+�¥�?�

T̂vα̃
X

À�¬¥�+�2�u�Ø�Ká �¥� �.¦l¬�N�¥�:¿+���£:� ®�.¦l� �1�¥�
¤+�¥¬¥� ��:���M£:���1¦=Ð(�+���2�

[Zλ, vα̃]
Àª��D

λ
�¥���/�:�:��� ¦¢¬ÂÃ�:����¿§¦l� ÂÃ¤¢�¢ÀE� �+�u�2�·£:���Ù¦¢¬¥Â1�:�¥�/� ÂÃ�2���1��

�:¥¿§¦l�ÙÂÕ¤+�¥�
λ =

∑n
i=1 miαi

ñ ÅÏ�o� ���� ��:¦¢�§���1�¥��� �� �u���£:��dâï.��HXÅ6¦��+ghg��%f@À$�:�+���r£:ÂÃ� �+�:��è?�:���1¦
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� �¥�:� ¥� �¥�?�Ù¦l�ÙÂÃ�+� ¦¢£g©��¢Â1�§�Ù��¦¢¿+ÂÕ�/�.¦l�Ë~Ö� �Ù¦¢��� � ¦g�ÙÂ1�¢�R� À9���:Â1��è������1�·¤+�¬Ò�Ù�¥�:�
[Zλ, vα̃]

¦o�,�¢�:�/�O�+Â1£��
λ + α̃

ñ Ó6�:�:�ÃÂ1è?�:�+�:�R�2¦¢Â1�§� ��.¦¢�§�
h0 = Zα1 + · · ·+ Zαn

À

[h0, [Zλ, vα̃]] =

n
∑

i=1

[Zαi
, [Zλ, vα̃]].

½�¾ ¦¢è?�:�E¤+�¬Ò�Ù�¥�:�
[Zαi

, [Zλ, vα̃]]
¦R�,�+�����O�+ÂÃ£:�

α̃−(mi−1)αi−
∑n

j 6=i,j=1 miαi

ñ ë¨�¥�:� ¥� �¥�?� �+�:�
�1�¥�Ø¤+�¥¬¥� ��:����£��

T̂α̃X
�.¦¢�N�Ã��N�O�+Â1£��Ø¬�¢� � �¥� �O�+�:£.¦l�?� � ñ�a ��¬¥�+�2�u���¬�i�.¦l�N�1���,�+ÂÃ£:�
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Ò §ª��½ |~} Ç����8�a�a���V³¹¢¤½�§ª·d«�¢¤·2£{½�¥²ª�'«{£{¢®�'«�¯B�·�£�³¹¢®½�¡'À<¯B¢¤£
±�¶®«{¢¤£{¥°©¹��§ª�«�½�Æ<·2¢�³_º�·��2©¹���±�¢" ®¢¤½
±�¢®·d¼  ¤�¥°¯�ª½�§ª�«�¢®½¨¢®½
«²Ô�©¹¢®� ³¹¢¦³L©¹¢¤· ½{©L��´�·�³L©¹¢®£U±�¢

X∗ à ¶®´§ª³¹©Ê«�¶ à<� Â��âU±�§ª��½ |~} Ç����8�a�����jâ¸ÂrËÌ¢
£{¶®½{·�³Ê«x§>«�½
¢"´�¶¤��¶®£�§ª³L©¹½
¢"§ª©¹½
¶¤¥°¢¤�«�±I§ª��½���ª«{£{¢1 ®��«�¢¸¼<«{¢K�
�M���+ú3�L ������0�]� ýKþ ÿ+þ ÿIþ �������

X
+ � � ���� �����=� )L� ��x������<�  � 	 �\���8� � ��� 	�	 �
GI+S� δX∗ = 0  [!#	 � � � �

X∗×LØÚÙ�Û = X∗Ù����%� ∪X∗�0��×\�
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L X∗

¢®½
«G·2��¢,¡À<¯�¢®£{½{·2£�¢ §ª ®¢ªÈÖ±2��� ¨³L¢¤½�¯��©L�«�½�³¹©¹½
½{¢®½Í±�¢
X∗

½{ª�'«Í É§ª£{§ª ®«{¶¤£
©¹½{¶®½
¯I§ª£�³¹§U¯�£{�¯2£{©¹¶¸«�¶1½
·�©LÃ>§ª�«�¢.�

H ∈ X∗£ ØÚ×L×\� ⇔ ³¹§G½{¢® ®«�©L��e¡'À<¯B¢¤£
¯�³j§ª�2¢
X ∩H

§°·��e·���©LÆ'·�¢"¯��©L�«�½{©L��´�·�³L©¹¢¤£Ì±�¢1«ÁÀd¯B¢
A1

Â
Ò ��� 

H
�Kº»¢¤½�«�¯I§ª½�·��e¯�ª©¹�«�³¹©L½{½
¢�½{©K¢¸«�½{¢®·�³¹¢®¥²¢®�'«�½
©

X ∩H
§U¯�³L·�½{©L¢¤·�£
½6¯B�©¹�«�½�½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£{½

¢®«�¤>�·
X ∩H

§ª±�¥°¢®«6·2��¢�½{©L��´�·�³¹§ª£{©Ê«�¶�Æ'·�©!�!º�¢®½
«�¯I§ª½r±�¢¾«ÁÀ<¯B¢
A1

ÂdÅV§Í¯�£{¢®¥²©L¿¤£
¢¾ ¤ª��±�©L«{©¹��²¶¤Æ'·�©�Ç
Ã>§ª·2«�¬

H ∈ X∗Ù����%� ÈI³¹§G½{¢® ¤���±2¢Í¬ H ∈ X∗�<�{×\� Â 2
¥ áI�$±Kº�¶®����� ®¢¤£�±�¢¤½�£{¶¤½
·�³L«�§>«�½X¢ §ª©L½�§ª�«�©¹�«�¢®£
Ãª¢¤��©L£�³¹§Î´ª¶¤�¥°¶®«{£{©¹¢"´�³L�ÔI§ª³L¢1±�¢

X
È+©¹³3¢¤½�«¾¯2£{¶-¢8¶AÇ

£�§>Ô�³¹¢1±�¢"½
¢�£
¢¤½�«�£{¢®©¹��±2£{¢�§ª·d¼¦¯B�©L�'«{½�´�¶¤�2¶¤£�§>·d¼e±�¢"³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶®«{¶ªÂ
���>�J�"�0�8�<�L� ýKþ_ÿIþLýKþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� )L� ��x������<�  �  WBC� ��� ��� GI+A� x ∈ X

�����"+ �T) ��� � �y�� � � ����	 ��� X
���"�=��+>� 	 ���#� �A���� � ��� �0�5��� ¦5� � � � �<��� 	 �@§ ���	 ��+ � � � �<��y � �X�8� � � 	 �8� ��	 � � � � �¨��� � ��� ��� ���� ��� �4+ �R ���\��� �L� y�� U

���
x  FBC�D� ����� X Û�© Ù%©<ªt« £ 	 ��� ) ��� � ���Ây�� � � �%� +Qw���� X  

¬,ø<ù®g��¯U»Vø ýKþ ÿ+þ ÿIþ 2 � �%��� y�� $ + � ��GI+ � � � �<GI+S��y�� � � � �<GI+A����� |IIX,x|
�����U+ � � �A���� � ��� �F��� ¦5��?

� � � �z��� 	 § ���	 ��+ � � � �<��y � � � ��� �E°�� �MGI+A� 	�� ��� � � � ����� � ��� |IIX,x|  
÷Ø¼3ø<ùûúÓü8ø ý3þ ÿIþLýKþ : � � ���<��� � � � � 	�� ����+ � 9 � )L	���� � y = x3  [!#	 � � �M�=��+>� 	 ��� ) ��� � ���
��� 	�� ����+ � 9 ��8� � �Y����� ) ��� � ���Uy�� � � ��� +�wR��w'��� ) �=� 	%$ � � �Fy�� � �6GI+��Y�����X+ �±) ��� � �7� $ � ��² ��wa��� �´³µ	�� �8����� � ��� , � � � �
, � � � � � � � � ��	 �#� $ ���A� + 	 �H� � ��� ) ��� � �·¶  



bpo�¸º¹7»Asg»Amµfi¼½j�k*»�¾Tn>kEhAmµnA¿ÀjlnAmµ¾Hn>Á�nA¿Dhi¼�nÂ¾ bLÃ

Å3¢¤½�¯��©L�«�½�´�¶®��¶¤£{§ª·d¼¦±�¢
X

¢8�£{¥°¢¤�«�·��¦�·dÃ�¢¤£�«¾±2¢
�K§>£{©¹½�ÄÀ,����<Ç�Ã<©¹±�¢1±2¢
X
Â

���µ¯B¢¤·2«�±�ª�� "£{¢-¢8ª£{¥G·�³L¢¤£6³L¢¤½�±�¶¸áI��©Ê«�©¹ª��½� ¤©�ÇÁ±�¢®½{½{·2½T�
���>�J�"�0�8�<�L� ýKþ_ÿIþtÅKþ �������

Xn ⊂ P(V ) = Pn+a
+ � � ���� ������� )L� ��x������<�  � 	 �\���8�Y�=� 	�	 �5GI+A� δX∗ = 0  

BC� ���0/ � ��� 	 ���H��� � ) �8� ��� ������´>Ç���d±2¢����[´>ÇÁ ®·�½{¯����
X∗×LØÚÙ�Û ��� 	�� � ��� ��y � �5��+�� ���� ���
Æ

X∗ÛµÇ Ù������ := {H ∈ X∗|∃ (x, y) ∈ X Û�©8Ù�©0ª\« £ ×X Û�© Ù%©<ªt« £ , T̃xX ⊂ H, T̃yX ⊂ H}���
X∗ÛµÇ·�0��×\� := {H ∈ X∗|∃ x ∈ X Û�©8Ù�©0ª\« £ , T̃xX ⊂ H, �%��� y (IIX,x(H)) < n}¬,ø<ù®g��¯U»Vø ý3þ ÿIþLýKþ#È ��� � � � ��� � ��+ ) ��+ �.	 ��� ���� ��������� & � � �-y�y � ���E� ��� + ��� X∗ÛµÇ Ù������ = X∗Ù%��������

X∗ÛµÇÉ�<�{×\� = X∗�0��×\�  Å3¢¤½,±�¢®·d¼ ¯�£{ª¯��½
©L«{©¹���½Î½
·�©LÃ>§ª�«�¢®½, É§>£�§ª ¸«�¶¤£
©¹½
¢¤�«,³¹§�±�©L¥²¢®��½{©L�� ±2¢
X∗ÛµÇ Ù������ ¢®« X∗ÛµÇ·�0��×\� ¢¤�¢8��� ¸«�©L���½�±�¢®½�½
¢¤ ®«{©¹��2½�¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢®½�±�¢

X
Â

�M���+ú3�L ������0�]� ýKþ ÿIþ¹ýKþ �������
Xn ⊂ P(V ) = Pn+a

+ � � ���� ������� )L� ��x������z�  � 	 �\���8�@��� 	�	 �MGI+A� δX∗ =
0  �S+ )>) �8�8� � � a > n + 1 ��	 � � � 	 ��� � ���8� � �z��� � �#��+'� ���� �����@�8� � �C�%GI+'� ���	 � � �����TÆ

� ¶.� 	 ��wa�\�����4+ �±&�(�) � ��)L	���� H
��� 	 GI+A� (X Û�©8Ù�©0ªt« £ ∩H) ×¹ØÚÙ�Û �8�����¨+ � �
��� 	�	 �����z��� � / � ���T��� ) ��� � ������ 	�	 �
GI+ $ � 	 ��wa�\����� x 6= y

� � �z�\� ,-� �\� ��� � x, y ∈ (X Û�©8Ù�©0ª\« £ ∩H) ×LØÚÙ�Û  9 ¶ X∗ÛµÇ Ù������ �����;+ � �@�8��+>��? ���� �������T��� X∗
���H���I��� � � � ����� � 1  �M���+ú3�L ������0�]� ýKþ_ÿIþtÅKþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� )L� ��x������z�  � 	 �\���8����� 	�	 �KGI+A� δX∗ = 0  ¨2 ���

� ���8� � �z��� � �#��+'� ���� �����5�8� � �F�%GI+'� ���	 � � �����TÆ
� ¶�� 	 ��wa�\���=�5+ �x&�(*) � �µ)L	���� H � ��� 	 GI+A� (X Û�©8Ù�©0ªt« £ ∩H)

�8�����3+ � �
��� 	�	 �����<��� � / � ���4��� ) ��� � �0�M���� 	 ��wa�\����� x ∈ (X Û�© Ù%©<ªt« £ ∩H) ×LØÚÙ�Û �� ��� (X ∩H, x) 6∼ A1  9 ¶ X∗ÛµÇ·�0��×\� �����U+ � �@�8��+Â��? ���� �������T��� X∗
���
���I��� � � � ����� � 1  

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L { �·2£�³¹§U ¤�¥°¯�ª½�§ª�«�¢1�2d±�¢>ÈI��¦ ¤��2½{©¹±2¿¤£{¢�³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶1±Kº»©¹�� ®©¹±�¢®�� ¤¢"½
·�©LÃ>§ª�«�¢

I ÛµÇ Ù������ := {(x, y, H)|x ∈ X Û�©8Ù�©0ªt« £ , y ∈ X Û�©8Ù�©0ª\« £ , H ∈ PV ∗, T̃xX ⊆ H, T̃yX ⊆ H}

ρ1 ↙ ↘ ρ2

X PV ∗

Ë6§ª³¹ ®·�³¹ª��½²³¹§�±2©¹¥°¢¤��½
©¹�� ±�¢
I ÛµÇ Ù������ ÂÌ��� §

(x, y, H) ∈ I ÛµÇ Ù%����� ½
©�¢¸«¨½
¢¤·�³L¢¤¥°¢¤�«,½
© H ∈
P(N∗

xX) ∩ P(N∗
y X)

ÂK��£�±�©L¥
(P(N∗

xX) ∩ P(N∗
y X)) ≥ 2a − 2− (n + a) = a + n − 2

Â Ò ��� 
½{ª·�½�³_º�¡À<¯Bª«�¡�¿®½{¢

a > n + 1
����Ô2«{©¹¢®�'«�Æ'·�¢°±�©¹¥

(I ÛµÇ Ù%����� ) ≥ 2n + a − n − 2 = n + a − 2
Â

Êd©�±�©L¥
(I ÛµÇ Ù������ ) > n + a − 2

§ª³¹ª£{½Î³¹¢®½²§>½{½{¢®£
«{©¹���½
a)

¢®«
b)
½
��«¨½
©¹¥G·2³L«x§>��¶¤¥°¢¤�«Î���� Ã�¶®£{©ÊÇ

áI¶®¢¤½¤ÂiËi�$¢-Ì�¢®«¾��±¢ §> ®«�ª£{©¹½
¢
ρ2

¢¤�.¯�£
fÄ
¢®«�§ª�«�½
·�£¾³¹§ÎÃ>§ª£
©¹¶®«{¶" ¤���ª£{¥²§ª³¹¢>È
ρ̃ : I ÛµÇ Ù������ 7−→ C(X)§ÉÃ�¢® 

ρ̃(x, y, H) = (x, H)
ÂKÅiº»©¹¥²§ª´�¢�±�¢

ρ̃(I ÛµÇ Ù������ ) ¢¤½�«�§ª³¹ª£{½¾±2¢G±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª��§ª·�¯�³L·�½ n + a − 2¢®«Î±2��� ¦³j§$áIÔ2£{¢¦±�¢¦ ¤¢¸«{«�¢¦¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©L�� ¢¤½
«Î±2¢e±2©¹¥°¢¤��½
©¹��R½�«�£{©L ®«{¢¤¥°¢¤�«Î¯�ª½{©L«{©LÃª¢ªÂ	��� ¯�£{ Ä
¢®«{«{¢
¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«�¯I§ª£

ρ : C(X) 7−→ X∗ Â�Å3¢®½¾¯B�©¹�«�½ x
¢¸«

y
Ä
�·I§ª�«�±�¢¤½�£{Ñ�³L¢¤½�½
À<¥°¶®«�£
©¹Æ'·�¢®½�³¹§ÎáIÔ2£{¢

±�¢Î ¤¢¸«{«{¢°¯2£{fÄ
¢® ®«�©L�� ¢¤½�«Í¢®�� ¤�£
¢Î±�¢Î±�©¹¥°¢¤��½
©¹���½�«�£
©¹ ®«{¢¤¥°¢¤�«"¯B�½{©Ê«�©LÃª¢ à  ®��«�£{¢®±�©¹½{§ª�« a)
â¸ÈV§>©¹��½
©



bSÍ dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

ρ(ρ̃(Ig−node)) = ρ2(Ig−node) = X∗ÛµÇ Ù������ ¢¤½
«�±�¢G ¤<±�©L¥²¢®��½{©L��.§ª·$¥²�©L��½ 2
±I§ª�2½

X∗ à  ®��«�£
¢¤±�©�Ç½�§>�'«
b)
âAÂZÊd·�¯�¯B�½{ª��½Í¥²§ª©¹�«{¢¤�I§ª�«�Æ'·�¢¨±2©¹¥

(I ÛµÇ Ù%����� ) = n + a − 2
Â ¥ ³¹�£
½�±2©¹¥

(ρ2(I ÛµÇ Ù������ )) =±�©L¥
X∗ÛµÇ Ù%����� = n + a− 2 à  ®���±�©Ê«�©¹ª� b)

â6½{©3¢®«�½
¢¤·�³L¢¤¥°¢¤�«�½{©V³j§ÍáIÔ2£{¢"±�¢
ρ2

¢¤½
«�áI��©L¢ à  ®���±�©Ê«�©¹ª�
a)
âAÂ
{ �·2£�³¹§U ¤�¥°¯�ª½�§ª�«�¢1 ®·�½{¯µ��¦ ¤��2½{©¹±2¿¤£{¢>È

I ÛµÇ·�0��×\� := {(x, H)|(x, H) ∈ X Û�©8Ù�©0ªt« £ × PV ∗, T̃xX ⊆ H,
£�§>��´

(IIX,x(H)) < n}

π1 ↙ ↘ π2

X PV ∗

Êd�©Ê«
x ∈ X

·2� ¯B�©¹�«°´�¶¤�2¶¤£�§>³)È	³j§�áIÔ�£
¢$½¤º»©¹�«{¢¤£{¯2£{¿®«{¢$±�¢e³j§R¢ §�Î®�� ½
·�©LÃ>§ª�«�¢Ï�
π−1

1 (x) =
P(N∗

xX) ∩ II−1
X,x(det−1(0))

Â[ÅV§µ±�©L¥²¢®��½{©L���±2¢²³¹§µ¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©LÃ<©L½�§>«{©¹�� ±�¢²³)º»¢¤½{¯�§ª ¤¢² ¤���ª£{¥²§ª³i¢¤�
x
¶¸«x§ª�«

a − 1
È��� �Ô2«{©¹¢¤�« ±�©L¥

(π−1
1 (x)) = a − 2

Â1ÅV§Ý±�©L¥²¢®��½{©L�� ±�¢ ³j§ Ã>§ª£
©¹¶®«{¶
I ÛµÇ·�0��×t�¢¤½�«�±���� 

n + a − 2
Â4Ð�¢¤´§>£{±���2½�³¹§ ±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª� ±2¢

X∗ÛµÇ·�0��×\� (= π2(I ÛµÇ·�0��×t� )) Â"ÅV§  ®���±�©Ê«�©L��
a)⇒ ∃ H ∈ (X∗ÛµÇ·�0��×t� ) Û�©8Ù�©0ªt« £ «{¢¤³KÆ'·�¢1±2©¹¥ (π−1

2 (H)) = 0
¢¸«�±���2 1±�©¹¥

(X∗ÛµÇ·�0��×t� ) = n + a− 2
©)Â»¢ªÂ

b)
¢¤½
«�Ã�¶®£{©Lá�¶¤¢ªÂLÐ�¶¤ ®©¹¯�£
dÆ'·�¢®¥²¢®�'«�½{©

X∗ÛµÇ·�0��×\� ¢¤½�«¾·��2¢�Ã>§ª£{©L¶®«{¶�±2¢�±�©L¥²¢®��½{©L�� n + a− 2
ÈI³¹§Îá�Ô�£{¢

±��©Ê«FÑ®«{£{¢�±�¢"±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�
0
 ¤¢"Æ'·�©3©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢

a)
Â
2

Åiº�¢A¼2¢®¥²¯2³¹¢�½
·�©LÃ>§ª�«ÉÈd ¤�¥°¥°¢¾���·2½�³¹¢�Ãª¢¤£
£{���½�§>·� x¡I§ª¯�©Ê«�£{¢�ã2È2¯B¢¤·2«6½{¢�«�£{§ª©L«{¢¤£Õ±�¢5¢ §�Î®���¯�³¹·2½
·���©ÊáI¶¤¢"¥²§ª©¹½Ì���·�½�³)º�§ªÔB�£{±2���½�©¹ ®©K¯B�·�£�©¹³L³¹·�½�«�£
¢¤£6³L¢¤½�¯�£
�¯�ª½{©L«{©¹��2½ _ Â���Â _ ¢¸« _ Ât��Â�ã2Â
÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ý3þ ÿIþtÅKþ �������

P(V ) = Pn + � ��� )1� ��� )L� ��x������<� , ���.��� � ���<��� � � � � X = v2(P
n) ⊂

P(S2V n+1)
�8� � �8����� � � )L	 � � y�� � � � �M��� V � � � � ���8�  ��� � ��+ ��	 v2(X)∗

�����M+ � � &�(�) � � ��+ ��,-� ���GI+��Y��� �*� ��� ) � � � ��)L� y��6����� & � � �-y�� � �\� � �<��� �Ó� +Ï���\�8� � � � � �L��� �Y� 	�� �����<GI+A�K��� 	%$ � � �8� �69 	 �.����� ) ��?
	·(��iÔ � ���T���T���jy � � 2

� � n ���� � � 9 	 ���  [24$ ��)>)L	 ��� � �<��� � ��� V � � � � ���8� � ��+>�T��� �A� �4+ � � )1����� � ��� � ��?� � �<��� � ���
X

Æ

v2 : Pn 7−→ PN

[x0, x1, . . . , xn] 7−→ [. . . xI . . . ]��Õ
xI � � )L� ���8� � ���T§E����+ � ��� ��Ô�	 �4����+Â� 	 ��� � � �iÔ � ���4���
���jy � � 2

� �D	 ��� ���� � � 9 	 ��� x0, ..., xn  Ö � �E�8�����z��� �×&�(�) � �µ)L	���� ����� X
��� �*� ��� ) � � �º��� � �±§ 	�� ��� �A� ���x� $ + �Ï) � 	·(��iÔ � �����±���jy � �

2  4BC� + � �=� 	[) � 	·(Q�iÔ � �x�����#�8����� 	 �\���8� � �8����� ) �8���8y%���K+ � + � �<GI+A� ) ��� � �Y��� � y�+ 	 ��� � ���E� (*) � A1 ��8����� � � � ���F+ ��	 ����+À��� � y�+ 	 ��� ��� � � �\�8� 	 �  ¡ � � � � +A��+ � �K����� )L� � )L� �����=��� a)
�����K����+Qw )L� � ) �8����?�<��� � � )L� �����%��� � ����� � � ) ��+'� ° � � �  � � � /C���  @BC� � � ��� � � 	 +��MGI+S� X∗×¹ØÚÙ�Û �����@+ � �K�8��+>��? ���� �����=��������I��� � � � ����� �R� + � ��� � � 2

� ��� � X∗  
2�� �����<+ � �<��� � � &1��� y��.��� � )L	 y���� � � � �¨���F� ��)L� � � � � � � � ��� �L��� � X = vd(P

n) ⊂ P(SdV n+1)
�� ��� d > 2  @ØC���D	%$ ��)>)L	 ��� � �<��� � ��� V � � � � ���8� � � ��) ��+�� � � � � �=� �L��� �H�<��� � �<� /C� �D	 �����8�����z��� � �
&�(�) � ��)L	���� ��� �� ��� 	 ��� ) � 	·(��iÔ � ���H���6���jy � � d

� � n ���� � � 9 	 ���  FBC� ��� d > 2 � � �x) ��+��F����+fx���+ � ���� � ��� � +�� � �5+ ��) � 	·(Q�iÔ � � ��(���� �J+ ��) ��� � �W�\�8� 	 �@���Y� (�) � A2

���J+ ��) � 	·(��iÔ � � ��(���� �¨����+Qw ) ��� � ���



bpo�¸º¹7»Asg»Amµfi¼½j�k*»�¾Tn>kEhAmµnA¿ÀjlnAmµ¾Hn>Á�nA¿Dhi¼�nÂ¾ bLÙ

��� � y�+ 	 ��� � �H�\�8� 	 ���  ¡ � � �.��y��.GI+S� d > 2 � vd(P
n)∗�0��×\� ���

vd(P
n)∗Ù������ �8� � �7����� &�(*) � � ��+ ��,-� �����6���

vd(P
n)∗  

ÚCÛ�Ü¨Û�Ü ÝDÞ3ßgà=áiâ'á[ã�Þ;ä"åÂæ¨à�ç;â1è[ã
ËÌ�¥°¥²¢�§ª¯�¯2³¹©¹ ¤§>«�©L��¦±�¢¤½�¯�£{ª¯��½
©L«{©¹���½ _ Â���Â _ È _ Â���Â�ã2È+���·�½�·2«�©L³¹©¹½
���½�³L¢¤½�£{¶¤½
·�³L«�§>«�½�±�¢ÍÏ"�2�¯

¯B�·�£Î±�¶¤ ®£{©L£{¢e³¹¢¤½Î±�©L¥²¢®��½{©L���½U±�¢®½² ®�¥°¯��½{§ª�«�¢®½
X∗Ù������ ¢®« X∗�0��×\� ³¹ª£{½{Æ'·�¢ X

¢¤½
«²·���¢¦Ã>§ª£{©L¶®«{¶
§ª±fÄ
ª©¹�«�¢>Â
�M���+ú3�L ������0�]� ýKþ ÿIþ�éVþ �������

g
+ � � ��	 y�y 9 � �M��� 2 ���M���T��� � y ��� ��� �@��� ¡ (��1ê � � Γ

���
XΓ ⊂ P(g)

	��E���� �����=� � ��x���� � �=�H��� �*� ��� ) � � � ��� ���  i!#	 � � � �?K���
Γ = An (n > 1), Bn, Dn, E6, E7, E8, F4 � X∗

Γ �0��×\� ������+ � �À�8��+Â��? ���� �������º���
���I��� � � � ����� � 1

� ��� � X∗
Γ  ?^���

Γ = Cn, G2 � X∗
Γ �0��×t� �����U+ � �5�8��+>��? ���� �����=�T�������I��� � � � ����� �D� + � ��� � � 2

� ��� � X∗
Γ  ?Z���

Γ = An (n > 2), Bn, Dn, E6, E7, E8 � X∗
Γ Ù%����� �����p+ � �C�8��+>��? ���� �������7���#���I��� � � � ����� �

1
� ��� � XΓ

∗  ?J���
Γ = Cn, F4, G2 � X∗

Γ Ù%����� �����W+ � �F�8��+>��? ���� �������#���@���I��� � � � ����� �x� + � ��� � � 2
� ��� � X∗

Γ  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L Å3¢¨«�¡�¶®�£{¿®¥²¢¨±�¢�Ï1���¯0±2¶¤ ¤£
©L«Í³¹¢¤½Í½{©¹�2´�·�³j§>£{©L«{¶¤½"©¹½
�³¹¶®¢¤½�±�¢¤½U½
¢¤ ®«{©¹��2½G¡Àd¯B¢¤£kÇ¯�³¹§ª��¢¤½�±�¢

XΓ

¢¤�x¢8��� ¸«�©L��¦±�·µ½
�·�½kÇÁ±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢
Γ∗
Â

Ëi��¯I§>£
«�©L ¤·�³L©¹¢®£�½{©
#Γ∗ ≥ 2

§ª³¹ª£{½1�� ½�§>©L«"Æ'·Kº»©¹³ ¢A¼2©L½
«{¢°·2��¢²½
¢¤ ¸«�©¹ª��¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢²§ÉÀ§ª�«�·��
·���©LÆ'·�¢1¯�ª©¹�«�½{©L��´�·�³L©¹¢®£rÆ'·�©K�2¢1½{�©Ê«�¯I§ª½�·��

A1

Â+ËÌ¢1Æ'·�©K©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢�´�£�ë> ¤¢"¬G³j§G¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L�� _ Â���Â�ã
Æ'·�¢�³j§G ¤ª¥²¯B�½�§>�'«{¢1 ¤·�½
¯$¢®½
«�±�¢" ¤<±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�

1
±�§ª��½�³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶®«{¶1±�·I§ª³L¢ªÂ

Ò ¢Î¥KÑ®¥²¢Í½{©
#Γ∗ ≥ 3

ÈK§ª³L�£{½�ª��¯B¢¤·d«" ¤���½�«�£
·�©¹£
¢U±�¢¤·d¼�½{�·�½kÇÁ±�©¹§ª´�£{§ª¥²¥°¢¤½�±�¢
Γ∗
ÂVËÌ¢ÎÆ<·2©

©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢¦³)º»¢¸¼d©¹½�«�¢®�� ¤¢.±!º�·��2¢.½{¢® ®«�©L�� ¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª��¢�§ÉÀ�§ª�«�¢¸¼2§ª ¸«�¢¤¥°¢¤�«¦±�¢®·d¼ ¯��©L�«�½¨½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£{½
à<ì ¡2¶¤�£
¿¤¥°¢R��ÂÉíû±2¢ | Ï1�º�8�aî>í8�CâAÂ Ò º»aïKÈ6±Kº�§ª¯�£
¿¤½�³¹§0¯�£{�¯B�½
©L«�©L�� _ Ât��Â _ Èr�� ¢¤� ±�¶¤±2·�©L«�Æ'·�¢ ³¹§
 ¤ª¥²¯B�½�§>�'«{¢"��d±2¢1¢¤½
«�±�¢" ®d±�©L¥²¢®��½{©L��

1
±I§ª��½�³¹§ÍÃª§>£{©¹¶¸«�¶1±�·�§ª³¹¢>Â

{ �·2£U³¹¢¤½U±2©j§ª´�£{§ª¥°¥²¢®½
G2

¢®«
Cn

È
Γ∗

 ¤�£
£{¢¤½
¯�ª��± §>·R±�©j§ª´ª£�§ª¥°¥²¢
A1

¢¸«Î±���� �³L¢¤½U½{¢®·�³¹¢®½
½{¢® ®«{©¹���½�¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢®½�§ÉÀ§ª�«�±�¢®½�½{©¹�2´�·�³j§>£{©L«{¶¤½Õ©¹½
�³¹¶®½6½{��«�±�¢®½�½{¢® ®«�©L���½�§ÉÀ�§ª�«�·��¦·���©¹Æ'·�¢¾¯��©L�«
½{©L��´�·�³L©¹¢®£,±�¢ «ÁÀd¯B¢

A1
à  ¤¢®³j§R ¤�£
£{¢®½{¯B���± ±2��� �¬ ±�¢®½µ¯B�©L�'«{½¦³¹©¹½
½{¢®½e±2¢�³¹§0Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½e±2·I§ª³¹¢®½xâAÂ

Å3¢¤½¦ ¤ª��±�©L«{©¹��2½
a)

±�¢®½e¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L���½ _ Â���Â�ã0¢®« _ Â���Â _ �2¢�½{��«¦±���2 �¯I§ª½�Ã�¶®£{©Lá�¶¤¢¤½¦¯B�·�£, ®¢¤½
±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢¤½®Â8Ëi�2áI�G¯B�·�£[³¹¢	±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢

F4

È
Γ∗
¢®½
« ·2�Í±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢i±�¢	«ÁÀd¯B¢

A2

Â�Ë	�Í¢-Ì!§�ÎÉ§ª�«Ó·��
��<¢¤·�±ÎÆ'·�¢®³¹ ¤ª��Æ'·�¢�±�·Î±�©j§ª´ª£�§ª¥°¥²¢

A2

��Î�Ô2«{©¹¢®�'« ·��Î±�©j§ª´ª£�§ª¥°¥²¢Õ ¤ª����¢¸¼d¢>È< ®¢�Æ'·�©I½{©L´���©Lá�¢6Æ'·�¢
³¹¢®½�¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��½�«x§ª�2´�¢¤�«�½�±�¢

XF4

§ÉÃ�¢¤ Í½{©¹�2´�·�³j§>£{©L«{¶¤½�©¹½
�³¹¶®½���«¾·��$·���©¹Æ'·�¢�¯�ª©¹�«�±�¢�«�§ª��´�¢®�� ¤¢>Â
2¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþ_ÿIþtÅKþ 2��4)L� � ) �8�����<��� �K)L� �����%��� � �=�4� � )L	 �<GI+A�H� �K)1��� �<����+ 	 ��� � GI+A����I��� �

X∗

G
Sing(X∗

G) ≥ 2
���4���#�8��+ 	 � � � � �7��� G = G2

��+
G = Sp2n  4BC��) ��+�� � ��� � ��+  � � ���

� ����+ 	 � � �7� � +��z� 	 �\� ��� � 	 �T� & ��� � y � �
��+ ��	 GI+S� � ��+>� �� � � �T��� � � � � � � � +�� &1��) ��� � �
ñ  ZòU� �0¦5��� 	 ��8��+ 	 ���\�8� � � � � �L��� � ΣΓ∗

GI+�� � �6�8����� )1� �O+ � � &�(*) � � ��+ �0,-� ���6��� � y�+ 	 ��y � �x� � ���I��� � � � ����� � 1
�����

ΣA1  ^! � � ���#��y��xGI+A� G 6= G2, Sp2n � � � � � ��� �;)1���O	%$ ��)>)L	 ��� � �<��� � Φ
GI+S�

X∗
G

�8� ��� ��� � y�+ 	 ��y � �� � ���I��� � � � ����� � 1  YóR� � � �=� �L��� �4��� G = Sp2n � � � � � ����GI+A� XG ' v2(P
n)  ¡ � � �À� $ ��)L� y��



ôAõ dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

	%$ ��w'� � )L	 �
ö  ñ  ø÷Q� � ��� 9 ��� � + � � &�(*) � � ��+ �0,-� ���
��� � y�+ 	 ��y � �E� � ���I��� � � � ����� � 2  3Ø ��+ � G = G2 �	 ����� 	 � � � � ���H��� � y�+ 	 ��� � �K��� X∗
G � �
�8� � � )1� �K������� 	 � � � � ��� � �jy�+ 	 ��� � �  YBC� ���I��� � g(g − r) = 3

³µ ��� �5ù È � ñ>úgûQü=ýµ¶  7: ��GI+'� )L� ��+  ��GI+S� X∗
G2

�����^+ � � &�(*) � � ��+ �0,-� ���M��� � y�+ 	 ��y � �.� � ���I��� � � � ����� �
� + � ��� � � 2  ¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþ ÿIþ½é[þMÖ � �7GI+A�����z��� �6�L� �<+ � � 	�	 �7GI+A� 	%$ � �4) ��+��i�8� ) �8�8� �C��)L� y�� �� ��� �")L� �\�7��� �A�L� �\��?� ��� ���7��+6� & ��� � y � �X���Cþ � � ) �����Z���C� �� ��� � GI+A� 	 ����� 	 �X� (*) �^��� � y�+ 	 ��� � �����U�8�����z��� � � &�(�) � �µ)L	���� ������

G/P ) ��+ � � $ � +�� � � � � )L� ���8� � � � �z��� � �@GI+S� 	��6� � )L� ���8� � � � �<��� �R� ��x���� � ���  �ØC��� ��w'� � )L	 �M� �6) ��+���8�
��� � ��� ��� � Æñ�¶ÀGI+S� 	�	 ���
�8� � � 	 ��� � +�� � ��� ���� ��������� & � � �-y�y � ������� 	�	 ���KGI+A� 	 ���H�8�����<��� � � �� ���H��� � y�+ 	���� ��������\�8� 	 �����5�8����� � �¨����+'�����
���M� (�) �@��� � )L	 �CÿöI¶±GI+A� 	�	 ���
�8� � � 	 ��� ���� ��������� & � � �-y�y � ���
�=� 	�	 ���.GI+S� 	 ���
�8�����<��� � � �� ���
��� � y�+ 	���� ���=���H�\�8� 	 �������� �*� ��� ) � � ��� � �M+ � �<GI+A� � � � � � +Qw ) ��� � ��� 	 �\���8���±��� X∗ ³ � � � $ � +�� � ������� � � ���ÀGI+S� 	�	 ���O�8� � � 	 ���
G/P � ��� 	�	 ���6GI+A� Sing((G/P ) ∩ H)

�\�8� 	 � ⇔ ((G/P ) ∩ H, x) ∼ A1

���
x
����� 	%$ + � �<GI+S� ) ��� � ���� � y�+ 	 ��� � ��� (G/P ) ∩H

¶  Ö � �®��� � �8�%GI+S� � ���D����� )L� � ) �8�����<��� � �Dö  ñ  ö � ö  ñ  ø÷ �����6GI+A� 	�� � 	�� ����� /C� � �z��� � ����� ���� ���������
& � � �-y�y � ���KGI+��  � � � /C� � � 	 � ) ��� � �7öI¶ � �  ��� � �5§º� 	�� ����� /C� ��	 ��� ���� ��������� & � � �-y�y � ���.�=� 	�	 ���EGI+A�
(G/P )∗

�8�����U+ � � &�(*) � � ��+ ��,-� ���5��� � y�+ 	 ��y � �H� � ���I��� � � � ����� � 2 ³µ ��� � � &1��) ��� � � ÷ ¶  
äÎå�ä � ì"ëÓî®è6ïVè���ñ�ð ï[ì�ê���ñ�êUïVñ�ð ñ6ï���ì"ëÓî¸è6ïVè���ñ�ð ð3è	�6ì�êÎïVñ�ð

Þ��·2½�§ªÔB�£{±�ª��½²¥²§ª©L�'«{¢¤�I§>�'«¨³)º�§ª¯�¯�£
d x¡2¢µ´�¶®�¥°¶®«�£
©¹Æ'·�¢µ±�¢
X∗×¹ØÚÙ{Û ÂÌÞ��·�½,©L�«�£{<±�·�©L½{��2½²³¹§Ã>§ª£{©L¶®«{¶Í±�¢®½�«x§ª��´ª¢¤�«�¢®½¤ÈK¯�·2©¹½�³¹§°Ã>§ª£{©L¶®«{¶Í±�¢®½1½{¶¤ ¤§ª�«�¢®½¤È3±�¢

X
¢¸«1¥°¢®«{«{���½�¢¤��§ÉÃª§>�'«�³¹¢Í£
Ñ�³¹¢�Æ'·�¢

 ¤¢®½°Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½¾Ä
�·2¢¤�«°±I§ª��½°³)º»¶®«{·�±�¢¦±�¢
X∗×¹ØÚÙ�Û Â	Þ��·�½°¢¤� ±�¶¤±2·�©¹½
���½ÎáI�I§ª³L¢¤¥°¢¤�«°±�¢¤½° ¤��2±�©L«{©¹���½

½{·dß²½{§ª�«�¢®½�¬Í³)º»¢¸¼d©¹½�«�¢®�� ¤¢�±2¢¾½{¢® ®«{©¹���½Ì½{©¹�2´�·�³¹©L¿¤£
¢¤½	±�¢
X
¯B�·�£Õ±�¢®½6½{©L��´�·�³¹§ª£{©Ê«�¶¤½	©L½{�³L¶¤¢¤½r±�����2¶¤¢¤½®Â

ÚCÛµÚCÛ�Ü 
 á��#ç#àµâ'à=æ;çYã�@æ��7â'à����=Þ��¨è���ß1è�����ß1è�� æ��5à��=è��ºèiâ�ãÂâ�ßgÞJâ'á��¨à=è
ÅV§�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶i±�·I§ª³L¢	±�¢

X
¢®½
«Ó·���¢iÃ>§ª£{©L¶®«�¶Õ§ª·<¼2©L³¹©¹§ª©¹£
¢Ó±�¢

X
¢¤�� ¤¢Õ½{¢¤�2½ÓÆ'·Kº»¢¤³L³¹¢	§�¶®«�¶Õ ¤ª��½
«{£{·�©Ê«�¢Õ¬

¯I§ª£�«�©L£[±2¢r³_º�©L�1¢8�£{¥²§>«{©¹���´ª¶¤�¥°¶®«{£{©¹Æ'·�¢ÕÆ'·�©<±�¶®áI�2©L«
X à ¢¤�G³_º�< ¤ ®·�£{¢®�� ¤¢r½{¢¤½Ó¡Àd¯B¢¤£
¯�³j§>��½Ó«�§ª��´�¢®�'«{½xâAÂË «�·�±2©¹¢¤£3³L¢¤½3¯�£
�¯�£
©¹¶®«{¶¤½3´�¶®�¥°¶®«�£
©¹Æ'·�¢®½3±Kº�·2��¢iÃª§>£{©¹¶¸«�¶i§>·d¼d©¹³¹©¹§ª©¹£
¢Ó¯B¢¤£
¥²¢¸«V±Kº»¶®«�·2±�©¹¢®£3©¹��±�©L£{¢® ®«�¢®¥²¢®�«

³j§G´ª¶¤�¥°¶®«{£{©¹¢1±2¢
X
Â! 	�©¹ ®©K¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«�±�¢®·d¼¦���·dÃ�¢¤³L³¹¢®½�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�§>·d¼d©¹³¹©¹§ª©¹£
¢¤½®Â

ì ª·2«�±KºÐ§>Ô��£
±¦³j§ ���� �����=�T�����@� ��� y�� � �����5����>�J�"�0�8�<�L� ýKþLý3þ ÿIþ �������
X ⊂ P(V )

+ � � ���� ������� 	 �\���8� � � � ���0/ � ��� τ(X) ⊂ P(V ) )1�����
τ(X) :=

⋃

x∈X

T̃xX.

BC�º��)>) � 	�	 � τ(X) 	��E���� �����=�T�����M� ��� y�� � �����T��� X  
{ ·�©¹½ 	��K���� �������
�����5�8��� ��� �=���#�



bpo½b#"XfSm�jÉ»>k*»%$]nÂ¾Hk*fis1uLnAs'k*n�¾�n>k'&'fAm�jÉ»>k*»($LnÂ¾�¾I»*)afis1k*nÂ¾ ôp¸

���>�J�"�0�8�<�L� ý3þLýKþLýKþ ò � ��� �7��� �A� ���H����+Qw ) ��� � ���.���\���<� � ����� x, y ∈ P(V ) �^� ���=� � � P1
xy 	%$ + � �<GI+A�� � �����=� )1� ��� ��� � )1��� x

���
y  �!#	 � � � ) ��+ � X ⊂ P(V )

+ � � ���� ������� )L� ��x������z�  � � � � ���0/ � ��� 	��M���� �����=������5�8��� ��� �����T��� X )1�����
σ(X) =

⋃

x,y∈X,x6=y

P1
xy ⊂ P(V ).

¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþLý3þ ÿIþ v�	 ����� ) �8����� 9 	 �@���4���0/ � � � τ(X) 	 � � �IGI+A� X �i$ ����� )1� � 	 �\���8�  iØ ��+ � ��� 	�� � �
� 9 ���8��� � � $ + � � � ���<��� �K)L	 +Â� ,-� � 9 	 �M� $ ��� )1� ���@� ��� y�� � � �;	%$ ¢®½{¯I§> ¤¢"«x§ª��´ª¢¤�«�¶®«�ª©¹³¹¢ � ��������� ��� �4� 	�8�
�������

T ?
xX �; ��� �Xù0v ? 2 ö1ü>ü ÷���+Z��ê ñ>ú>ú ÷ ý  Ð�§>¯�¯�¢®³¹��2½1 ¤�¥°¥²¢®�«1½{¢Î É§>³¹ ¤·2³¹¢G³¹§¨±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª��±�¢U ¤¢®½�±2¢¤·d¼�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½®Â { ª·�£" ¤¢H¢ §ª©L£{¢G��ª·�½

§ª³L³¹���½3·d«�©¹³L©¹½
¢¤£3³¹¢®½3«�¢¤ x¡2��©¹Æ'·�¢®½ ±�·Í£
¢¤¯B¿¤£
¢r¥°�Ô�©L³¹¢ªÂ-,Á³< ®��Ã<©¹¢¤�«Ö±���� Õ±�¢Õ½{¢Õ£�§Q¢8£{§/.j x¡�©L£3³j§�¥²¶®¥²ª©¹£{¢^�
���>�8�Lð"�%0 ü0Ï ®ø21a�L�43[ø65��L�fùûø75µ�L�43"Iù�ø'�L�8Iü8ø.ø>�¨ü8øÀ� ø'ú�8Â� ø.ù®�:9Z�_ü8ø

Åiº�©L�'«{£{<±�·� ¸«�©¹ª�û±�·R£
¢¤¯B¿¤£{¢¨¥²�Ô2©¹³¹¢°£{¢®¥²ª�'«{¢,§ª·<¼û«{£�§ÉÃ>§ª·d¼û±KºJËi³¹©L¢,Ë6§>£
«x§>�KÂ { ³¹·2½�«x§>£{±0 ®¢¤½
«�¢® x¡���©LÆ<·2¢¤½p¢8·�£{¢®�'«V£
¢¤¥°©¹½
¢¤½3§ª·"´�<;2«3±�·ÌÄ
�·�£3¯�§ª£K³)º�§ª£�«�©¹ ®³¹¢Ó±�¢ { Â>=1£{©ÊßÎ«�¡�½K¢¸«@?2ÂBA¾§>£{£{©L½ | =�ÇCA �8�>í����)Â
ÅV§U¯�£{¶®½{¢¤�«�§>«�©L��µÆ'·�©3½
·�©L«�¢®½
«�«�©L£{¶¤¢1±2·µ³L©LÃ<£{¢�±2¢ ì ÂD,�Ãª¢®Àe¢®«E?2Â+ÅV§ª�2±�½{ÔB¢¤£
´ | ,)ÇkÅ _ �a� ã��)ÂÊd�©Ê«

V
·��¦¢¤½{¯�§ª ¤¢"Ã�¢® ®«�ª£{©¹¢®³K ¤ª¥²¯�³L¢¸¼d¢1±�¢"±�©L¥²¢®��½{©L��

N + 1
È�¢¸«�½{�©Ê«

F
³_º�¢®½{¯I§ª ®¢1±�¢¤½�ÔI§>½{¢¤½

±�¢
V
Â¨��� ¶¤³L¶¤¥°¢¤�«Î±�¢

f ∈ F
 ¤�£
£{¢®½{¯B���± ¬�³¹§ ±2�����¶®¢µ±�¢

N + 1
Ã�¢¤ ¸«�¢®·�£{½²©¹��±�¶®¯�¢®��±I§ª�«{½

f = (e0, ..., eN)
Â+���µ ®���½{©L±�¿¤£
¢"³j§G¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©¹ª�µ½
·�©LÃ>§ª�«�¢>È

π : F 7−→ P(V )

π(f) = π((e0, ..., eN)) = [e0].Å3¢�´�£{�·2¯�¢6±2¢�ÅV©L¢
GL(V ) = F

¯B�½{½
¿¤±�¢�·���¢
1
Çµ¢8�£
¥²¢r�I§>«{·�£{¢®³¹³¹¢Ì¬¾Ã>§ª³¹¢®·�£{½ ±�§ª��½i½{ª�²§>³¹´�¿®Ô�£{¢

±�¢�Å3©¹¢��I³¹§
¢8�£{¥°¢�±�¢�F$§ª·�£
¢¤£kÇ�Ë6§ª£�«x§ª�KÂ
ËÌ�¥°¥²¢

GL(V )
¢®½
«Ì·��,´�£
�·�¯B¢¾±�¢¾ÅV©L¢�¥²§>«{£{©¹ ®©¹¢®³)È���²¯�¢®·2«6¢A¼d¯�³¹©L ¤©L«{¢¤£Õ³j§@¢8�£{¥°¢�±�¢GF$§ª·2£{¢¤£kÇ

Ë6§ª£�«x§ª�KÂ]Êdª©L«
f ∈ F

È
f = (f i

j)0≤i≤j≤N

ÈI x¡I§>Æ<·2¢
f i

j : F 7−→ C
¢¤½�«�·��2¢M¢8��2 ®«�©L��e¡��³¹ª¥²�£
¯�¡�¢>Â

ÅV§�¥²§>«�£
©¹ ®¢
(f i

j)
±�¶¸áI��©Ê«Ó·2��¢U¢8��2 ®«�©L���±�¢

F
¬�Ã>§ª³¹¢®·�£V±I§ª��½

Mat(N+1)×(N+1) ' Lie(F)
È ³)º»¢¤½{¯�§ª ¤¢

±�¢®½¾¥²§>«�£
©¹ ¤¢®½�±�¢�«�§ª©¹³L³¹¢
N + 1

¬² ®d¢¸ß° ¤©¹¢®�«�½¾ ®�¥°¯�³¹¢A¼2¢®½¤Â����$¯B¢¤·2«¾±���� �¶¤ ®£{©L£{¢
(df i

j)|g
Æ'·�©[¢¤½�«

·���¢
1
Çµ¢8�£
¥²¢²½{·�£

GL(V )
¬$Ã>§ª³¹¢®·�£Í±I§>��½

TfGL(V )
ÂÖÅV§À¢8�£{¥°¢¨±�¢7Fµ§ª·�£{¢®£�ÇkË6§ª£
«�§ª�R¢¤½�«¨§>³¹�£
½

ωf = f−1df
ÂgË	�e¯I§ª£�«�©L ¤·�³L©¹¢¤£®È

df = fωf
à _ Ât��â

ËÌ¢®«
«�¢3¢8�£{¥°¢
ω
Ã>§����·�½3¯B¢¤£
¥²¢¸«{«�£
¢i±Kº»¶®«�·2±�©¹¢®£3³j§ÌÃ>§ª£{©¹§>«�©L��¾±2¢¤½V±�¶¤¯2³j§ª ®¢¤¥°¢¤�«�½V±�¢

π(f) = [e0]
Â

{ ³¹·�½�¯�£
¶¤ ®©¹½{¶®¥²¢®�«�³_º�¶®Æ'·I§>«�©L�� à _ Ât� âÌ±2�����¢>È

d(e0, ..., eN) = (e0, ..., eN)ω¢®«�±�ª�� ªÈ

de0 = ω0
0e0 + ... + ωN

0 eN .



ôSb dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

��� ±�©L«¦§>©¹��½
©�Æ'·�¢
ωj

0

¥°¢¤½{·2£{¢ ³¹¢.±2¶¤¯�³¹§ª ¤¢®¥²¢®�'«¦©L�2áI��©Ê«�¶®½{©¹¥²§ª³�±�¢
e0

Ã�¢¤£
½
ej

ÂFËi� ¢¸¼d¯�³L�©L«�§ª�«
³)º»¶¤´�§ª³¹©Ê«�¶

0 = d(f−1f) = fdf−1 + (df)f−1
ÈÕ�� ªÔ2«�©L¢¤�«¨³¹§º¢ §ª¥°¢¤·2½{¢$¶®Æ'·I§>«�©L�� ±2¢HF$§ª·�£
¢¤£kÇ

Ë6§ª£�«x§ª�µ¬U³j§ªÆ'·�¢®³¹³¹¢¾³j§
¢8�£
¥²¢
ω
¢¤½�«¾½
�·�¥°©¹½
¢ªÈ

dω = −ω ∧ ω.

����¢�©¹±�¶®¢� ®¢¤�«�£{§ª³¹¢�±I§ª��½�³j§U«�¢® x¡���©LÆ<·2¢G±�·$£
¢¤¯B¿¤£
¢Í¥°�Ô�©¹³L¢1¢®«�±Kº�§ª±I§ª¯2«{¢¤£�³¹¢"£{¢®¯�¿®£{¢G¬°³j§Î´�¶¤fÇ
¥°¶®«�£
©¹¢G±2¢°³¹§,Ãª§>£{©¹¶¸«�¶UÆ'·�¢Î³)º»�� ¶®«{·�±�©L¢ªÂ { ·�©¹½®ÈK³¹ª£{½{Æ'·�¢Î ®¢®«{«{¢°§ª±I§ª¯2«�§>«�©L�� ¢¤½�«M¢ §>©L«�¢>È!����Ô�½
¢¤£�Ã�¢
 ¤ª¥²¥°¢¤�«�§U¶®«{¶�¥°<±�©LáI¶®¢1��ª«{£{¢5¢8�£
¥²¢

ω
Â

ËÌ���½
©¹±�¶®£{���½Ó¥¨§>©¹�«�¢®�I§ª�«
X ⊂ P(V )

·���¢rÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶	¯�£{ Ä
¢¤ ®«{©LÃª¢Ì³¹©L½{½
¢Õ¢¸«
F0

X := F|π−1(X)

È  >º�¢®½
«
³¹¢"áIÔ�£
¶G±�¢®½¾£{¢®¯�¿®£{¢®½�±�¢

X
§ª±I§ª¯2«{¶¤½¾¬¨³)º»�£{±2£{¢

0
Â:,Á³¹½�½�§>«{©¹½�¢8ª�'«�³j§°¯�£{ª¯�£{©L¶®«�¶�½{·2©LÃ>§ª�«�¢>È

f ∈ F0
X

È
½{©3¢¸«�½{¢¤·2³¹¢¤¥°¢¤�«�½{©

π(f) ∈ X
Â

ËÌ��«�©L�<·2���½V��ª«{£{¢	§ª±I§>¯2«x§>«{©¹��
�É½{�©Ê«
x
·���¯B�©L�'«K´�¶¤��¶®£�§ª³ª¢®«V ¤ª��½{©L±�¶¤£
���½3³¹¢i±2£�§ª¯B¢É§ª·1½
·�©LÃ>§ª�«¤È

x̂ ⊂ T̂xX ⊂ V.

ËÌ¢®«
«�¢O¢8�©L½�Ç� ¤©Ìª�R£{¢¤´�§ª£{±�¢
F1

X = {(e0, ..., en+a)|[e0] ∈ X, T̂[e0]X =< e0, ..., en >}
ÂiË¾º»¢¤½�«²³L¢

áIÔ�£
¶�±�¢®½Ì£{¢®¯�¿®£{¢®½�§ª±I§ª¯d«�¶¤½6§ª·,¯�£
¢¤¥°©¹¢¤£Õ�£
±�£{¢>Â2Þ�ª«���2½Ì¢¤�2 ¤�£
¢�¯I§ª£
ω
³j§"£{¢®½
«�£
©¹ ¸«�©¹ª�¨±�¢�³¹§4¢8ª£{¥°¢

±�¢'F$§ª·2£{¢¤£kÇ�Ë6§ª£�«x§ª�e½{·2£
F1

X

ÂAËi�µ·2«{©¹³L©¹½�§>�'«6³¹¢¤½�©L��±�©L ¤¢¤½
1 ≤ α, β ≤ n

¢¸«
n + 1 ≤ µ, ν ≤ n + a

È

de0 = ω0
0e0 + ... + ωN

0 eN ,

©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢
ωµ

0 = 0
½{·�£
F1

X

¯�·�©L½{Æ'·�¢�¯I§ª£� ¤ª��½
«{£{·� ¸«�©¹ª�
de0 = 0

¥²<±
{e0, ..., en}

½
·�£
F1

X

Â
,Á³�½®ºÐ§>´�©L«Õ¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«Õ±Kº»¢¸¼d¯�³¹ª©L«�¢®£r³¹§�¥°<±�©LáI ¤§>«�©L��U±�¢

ω
È< >º�¢®½
«6¬�±�©L£{¢�«�©L£{¢¤£Õ¯I§ª£�«�©+±�¢

ωµ
0 = 0

Â
Ò º�§ª¯�£
¿¤½�³)º»¶¤Æ'·I§>«{©¹���±�¢'F$§>·�£{¢®£�Ç�Ë6§>£
«x§>�µ��¦�Ôd«�©¹¢®�«ÉÈ

0 = dωµ
0 = −ωµ

0 ∧ ω0
0 − ωµ

β ∧ ωβ
0 − ωµ

ν ∧ ων
0 .

à §ÉÃª¢¤ �½{�¥°¥²¢"½
·�£�³¹¢¤½�©L��±�©¹ ®¢¤½�Æ'·�©V½{¢�£{¶®¯�¿¸«�¢¤�«�¢¤�e¡I§ª·2«�¢¸«¾¢®�µÔI§>½xâ¸Â Ò º»aï ωµ
β ∧ ωβ

0 = 0
ÈI ¤¢�Æ'·�©

¢¤�«{£�§/.¹��¢ªÈd¯I§ª£�³¹¢¾Å3¢¤¥°¥²¢�±2¢"Ë6§ª£
«�§ª� à | ,)ÇkÅ _ �a� ã��CâAÈ2³)º»¢¸¼d©L½
«�¢®�� ¤¢1±2¢5¢8��� ®«{©¹��2½ qµ
αβ = qµ

βα

±�¶¸áI��©¹¢®½
½{·2£
F1

X

«�¢®³¹³L¢¤½6Æ'·�¢

ωµ
β = qµ

αβωα
0 .

���µ¯B¢¤·2«�§ª³L�£{½Ì±�¶®áI�2©¹£�·��¦«�¢¤�2½{¢¤·2£�©L�Ãª§>£{©j§>�'«6³¹¢1³¹ª��´Î±�¢¤½�áIÔ�£
¢¤½�±�¢"³j§G¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©L��Ï�

IIX,e0 ∈ S2T ∗
e0

X ⊗Ne0X,
aï

Ne0X = V/T̂e0X

IIX,e0 = qµ
αβωα

0 ωβ
0 ⊗ (eµ ⊗ e0 ¥²<± T̂ ⊗ e0).

���.�Ô2«{©¹¢®�'«�§ª©¹�2½{©[·���¢G½
¢¤ ®«{©¹��!È
IIX ∈ S2T ∗X ⊗ NX

È� ªº»¢¤½�«1³j§°½{¢¤ ®���±�¢H¢8ª£{¥°¢T¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢
±�¢

X
Â



bpo½b#"XfSm�jÉ»>k*»%$]nÂ¾Hk*fis1uLnAs'k*n�¾�n>k'&'fAm�jÉ»>k*»($LnÂ¾�¾I»*)afis1k*nÂ¾ ôLô

¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþ¹ýKþLýKþ Ø ��+ � ����� ��� �\�8� � � )L�%� �<�<GI+A���7� �X, � ��� �8��+  � � � 	%$ � 9 +>�F��� � ��� � �<��� � ��+�� ���� �pÆ� �x� ���=� ��� eµ = eµ⊗ e0 � �I� T̂ ⊗ e0  ¨: ���<��� � ��� � �<��� �À�Y) ��+ � ��� � �8�%GI+A� � ���Y� $ �Fy � � � � �X	 ���Õ«CI�©¹½
«{½
)1���5	 �Z/ 9 � �T� � � � ��������� 	 � � �IGI+A� 	%$ � � ��� � ���<��y � �Y+ � �Y�8�����z��� � ��+5/ 9 � �4����� � � ) y � ���  ¨: ��� � 9 +>� �i$ �
)1� �M� $ � � ���<��� � ��� ) +��\�IGI+S�MGI+S� 	%$ � �À� �jy ��� ��� � �8�5� �A���� � ��� ���M��� ¦5� � � � �<��� 	 �T� � + �.) ��� � �g/"w'� e0

���
GI+A� 	%$ � � � $ � � �=� � �����8� � +Qw )L� � )L� �����=���H� � ��� ) ��� � �  ¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþLýKþ\ÅKþKJ ��+>� �� � � �Y§ )L� ���8� � �Z+��z� 	 �\�8�7� � ���\�7� (�) ���#��� ¦5� � � � �0�7� $ ��� )1� �����X� ��� y�� � ���#Æ
	%$ ��� )1� ���
� ��� y�� � � �ML�� � T̂xX = TvX̂ ³ ��Õ v ∈ X̂

�=� 	 GI+A� [v] = x
¶ �F	%$ ��� )1� ���
� ��� y�� � � )L	 � � y�� �

T̃xX
��� 	%$ ��� )1� ���5� ��� y�� � �J� � � � � � �8y%GI+A� TxX  U: ���#� � ���\� � ���z��� � �7�8� � � 	 ������� 	%$ + � �@§ 	%$ � +�� � �M��� 	��

,-�ON � � ��+�� ���� �=� � T̃xX = P(T̂xX)
���

TxX ' x̂∗ ⊗ (T̂xX/x̂)  ¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþ¹ýKþ½éVþ ! + � &1��) ��� � ��ñ �O� ��+Â� �� � � �  + � ��� � ����� � �8��+ � IIX,x ∈ S2T ∗
xX ⊗

NxX � ��� ��� ��+ � � ��)>)L	 �<GI+ � �<��� � IIX,x : N∗
xX 7−→ S2TxX  .BC�Ó) ��+��K�jy ��	 � � � � � � �jy ��� ��� �

	�� �8����� � ��� , � � � � , � � � � � � � � ��	 �O��� ��� �.+ � � ��)>)L	 ��� � �z��� �1� IIX,x : S2TxX 7−→ NxX  3! � � ���
ÎIX,x(S

2TxX) ⊂ V/T̂xX � ���U� �.) ��+��;���0/ � � � T̂xX + ÎIX,x(S
2TxX) ⊂ V  ;: �7�8��+Â��?%��� )1� ���5���

V
��� �*� ��� ) � � � � +À�8����� � �À��� )1� ���.�8�8��+ 	�� ����+ ��� T̂

(2)
x X = T̂xX + ÎIX,x(S

2TxX) ⊂ V  32 � � �IGI+S�
T̂

(2)
x X 6= V

� �@) ��+'� � � ��) ��� �^	 �]/ 9 � �X����� � � ) y � ��� � +M�8����� � �H� � � � �  [: � 	�� ��� � ��+����p§ 	�� ��� � ��� � +S��?�<��� � � $ + ��� ��+  � � +®��� � �8��+ ���Y	�� � � ���\����y � � , � � � � , � � � � � � � � ��	 � � IIIX,x ∈ S3TxX ⊗ N2xX ���Õ
N2xX = TxP(V )/T

(2)
x X  

¬,ø>�8�Lðp�QP�ü<R3"�_ù�ø'�" ��0�L�S3[ø
τ(X)

ø>�
σ(X)

Þ��·2½G ¤��«{©¹�'·����½Í±�¢,½{·2©LÃ<£{¢ | ,)ÇkÅ _ �a� ã��)Â ¥ áI�R±2¢, ¤��2�I§/.¹«{£{¢²³j§µ±2©¹¥°¢¤��½
©¹���±�¢ τ(X)
�2�·�½

§ª³L³¹���½Ó É§ª³L ¤·�³L¢¤£Ó³j§¾±�©L¥²¢®��½{©L��G±�¢Ì½{��Î¢¤½
¯I§ª ®¢6«x§ª��´ª¢¤�«	¢¤�Î·��U¯B�©¹�«Ö´�¶¤��¶®£�§ª³_Â { �·�£J¢ §ª©L£{¢Ì ®¢� É§ª³L ¤·�³
��¦¯B¢¤·2«�·2«{©¹³¹©L½{¢®£6³¹¢�áIÔ2£{¶"±�¢¤½�£{¢®¯�¿®£{¢®½

F1
X

¥G·��2©K±�¢"³j§U¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©¹ª�e½
·�©LÃ>§ª�«{¢ªÈ

(e0, ..., en+a) 7−→ [e1].,Á ¤©
e1 ∈ T̂e0X

¢¤½�«Ö·��"Ã�¢® ®«{¢¤·�£Ó´�¶¤��¶®£{©LÆ<·2¢ªÂ Ò §ª��½V«�ª·2«[ ¤¢ÕÆ<·2©<½
·�©L«[·���Ã�¢® ®«�¢®·�£Ö±2¢Õ³_º�¢®½{¯I§> ¤¢	«x§ª��´ª¢¤�«
½{¢®£�§U±�©Ê«�´�¶¤��¶®£{©LÆ<·2¢1½{©3©¹³�¢¤½�«�´ª¶¤��¶®£{©¹Æ'·�¢1¯�§ª£�£�§ª¯2¯��£�«�¬U³j§G½
¢¤ ¤ª��±�¢@¢8�£{¥°¢5¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢ªÂ ¥ ©¹�2½{©)È

de1 = ω0
1e0 + ωα

1 eα + ωµ
1 eµ.Å3¢¤½

n + 1
¢8�£
¥²¢®½

ω0
1, ωα

1

½{ª�'«�³L©¹��¶¤§ª©¹£
¢¤¥°¢¤�«�©¹�2±�¶¤¯B¢¤��±�§ª�«�¢¤½�¯I§ª£�´ª¶¤��¶®£{©¹ ®©L«{¶1±�¢
e1

Â:T�·I§ª�«
§ª·d¼º¢8�£
¥²¢®½

ωµ
1

ª�0§
ωµ

1 eµ = IIX,e1(e1, .)
Â Ò ��� ¨§ª¯�£{¿®½G§ÉÃ�ª©¹£� x¡��©¹½
©r·2��¢¨½
¢¤ ®«{©¹�� à ¢¸«Í©L´����£
¶³¹¢®½Ì«CI�©¹½�«�½�â¸È2³L¢¾��ª¥GÔ�£{¢¾±�¢

ωµ
1

©¹��±2¶¤¯B¢¤��±I§>�'«{¢¤½� ®�£{£
¢¤½{¯B���±e§ª·¨£�§ª��´U±2¢
IIX,e1(e1, .) : Te0X 7−→

Ne0X
ÂÉ�1�"�Ôd«�©¹¢®�«3±�©¹¥

(τ(X)) = n+1+
£�§ª�2´

IIX,e0(e1, .)−1
Â8Êd�©L«K¢¤�"��ª«�§ª�«ÉÈÉ£{§ª��´

IIX,e0(e1, .)
=
£{§ª��´

IIe1

È
±�©L¥

(τ(X)) = n +
£{§ª��´

IIe1.,Á³i½¤º»¢¤��½{·�©Ê«1Æ'·�¢Î±�©¹¥
(τ(X)) ≤ 2n

¢®«"±�©L¥
(τ(X)) = 2n

³¹ª£{½{Æ'·Kº»·���¢UÆ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢°±2¢
|IIX,x|¶®Ã>§ª³L·�¶¤¢Î¢®��·�� Ã�¢® ®«{¢¤·�£�´�¶¤�2¶¤£�§>³i±������¢°·���¢°§ª¯2¯�³¹©L É§>«{©¹��.³L©¹��¶¤§ª©¹£
¢Í±�¢Î£{§ª��´

n à ½{©Ê«�·I§f«�©¹ª��´�¶¤��¶AÇ



ôVU dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

£{©LÆ'·�¢�âAÂB�1�¦¯B¢¤·2«�§ª©L��½{©!±�¶®áI�2©¹£�¯�ª·�£�³¹¢®½6Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�±2¢¤½�«x§ª�2´�¢¤�«�¢®½�·2��¢"��ª«�©L��¦±�¢"±�¶-¢ §>·2«� ¤�¥°¥²¢
¯B�·�£�³¹¢®½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�±�·I§ª³L¢¤½¤Â
���>�J�"�0�8�<�L� ýKþLý3þtÅKþ �������

δτ(X) 	�� GI+ ��� �z����� �
δτ(X) = 2n−

±2©¹¥
(τ(X)).

BC� ��� ��� GI+S� τ(X)
�����^���jy�� � � � ��� � ��+D��� , �����<�  � � ��� δτ(X) > 0  Ë6§ª³¹ ®·�³¹ª��½U¥¨§>©¹�«�¢®�I§ª�«U³j§.±2©¹¥°¢¤��½
©¹��0±2¢

σ(X)
Â3Êdª©L«

z ∈ σ(X)
·�� ¯B�©L�'«G³¹©¹½
½{¢>È §ª³L�£{½G©L³

¢¸¼d©L½
«�¢
(x, y) ∈ (X×X) £ ØÚ×¹×\� «�¢®³¹½	Æ'·�¢ z = [x̂+ ŷ]

Â'Êd�©¹¢®�«
x(t)

¢¸«
y(t)

±�¢¤·d¼²´�¢®£{¥°¢¤½Õ±�¢� ¤�·�£
Ô�¢®½
±�¢

X
«�¢®³¹³L¢¤½ Æ'·�¢

x(0) = x
¢®«

y(0) = y
Èª��Î�Ô2«{©¹¢®�'« ¢¤�°±�¶¤£
©LÃ>§ª�«i³¹¢®½i ¤�·2£{ÔB¢¤½

x+y(t)
¢®«

x(t)+yÆ'·�¢
T̂xX + T̂yX ⊂ T̂zσ(X)

ÂWËi�0½
·�¯�¯B�½�§>�'«G±�¢,¯�³L·�½
z
´�¶®��¶¤£{§ª³)È[��0£
¢®«{£{�·2Ãª¢,³¹¢¨Å3¢¤¥°¥²¢°±�¢

ì ¢¤£{£{§ª ¤©L��©J�
W	ødùûùûø XZY[W	ødùûùûø�3Vø]\rø�����D1>�<�Z�_^ þ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� )L� ��x������z�  �Ï���H�8�����

u ∈ P1
xy �� ¶ (x, y) ∈ X ×X �^��	 � � � < T̃xX, T̃yX >⊂ T̃uσ(X)  9 ¶��S�

(x, y) ∈ (X × X) Û�©8Ù�©0ª\« £ � ��� u
+ �®) ��� � �+y�� � � ����	 ��� P1

xy ��	 � � � < T̃xX, T̃yX >=

T̃uσ(X)  ËÌ�¥°¥²¢r¯�£{¶® ¤¶¤±2¢¤¥°¥²¢®�'«	ª�G¯�¢®·2«i±�¶¸áI��©L£ ·���¢6�2ª«�©L��G±�¢6±2¶-¢ §ª·2«¤Â�Å3¢¤½i¢®½{¯I§> ¤¢¤½ «�§ª��´�¢®�«�½
T̂xX¢®«

T̂yX
¶®«x§>�'«�±�¢�±�©¹¥°¢¤��½
©¹��

n + 1
��.§>«
«�¢®��±$´�¶®��¶¤£
©¹Æ'·�¢®¥²¢®�'«¾±�©¹¥

< T̂xX, T̂yX >= 2n + 2
È

½{ª©L«�±�©L¥
(σ(X)) = 2n + 1

Â
���>�J�"�0�8�<�L� ýKþLý3þ½éVþ �������

δσ(X) 	�� GI+ ��� �<���=� �
δσ(X) = 2n + 1−

±�©¹¥
(σ(X)).

BC� ��� ��� GI+S� σ(X)
�����^���jy�� � � � ��� � ��+D��� , �����<�  � � ��� δσ(X) > 0  { §ª£Ì³j§�½
·�©L«{¢����§>·�£�§ÍÔB¢¤½
�©¹�¨±Kº�·2�� ¤£{©Ê«�¿®£{¢¾ ¤§ª³¹ ®·�³j§f«��©L£{¢�¯�ª·�£Ì±�¶® ¤©L±�¢¤£6½
©

δσ(X) > 0
Â����O¢8¢®£�§

§ª³L�£{½�§ª¯2¯�¢®³3¬ à Ã��©L£ | ÅV§ª���8���a�dÈD,)ÇÁÅ _ �a� ã��jâ#�
�M���+ú3�L ������0�]� ýKþLý3þ ÿIþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� 	 �\���8�H��� x ∈ X

+ �E) ��� � �·y�� � � ����	l�;��	 � � �
δσ(X) > 0⇒ IIIX,x = 0.

¬,ø<ù®g��¯�ðVø$ø� � ®ø'�L��� ø<ü ü ø
¥  x¡�¢®Ãª���½�³¹¢¤½¾¯�£{¶®½{¢¤�«�§>«�©L���½"±�¢

τ(X)
¢¸«

σ(X)
§�Ãª¢¤ °³j§¨¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L��.½{·2©LÃ>§ª�«�¢UÆ'·�©�Ä
·�½�«�©ÊáI¢

³)º»©¹�«{£{<±�·� ®«{©¹��¨±�¢" ¤¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�§ª·d¼d©L³¹©j§>©¹£{¢®½Ì±I§>��½�³)º»¶®«�·2±�¢"±�¢"��ª«�£
¢"¯�£{�Ô2³¹¿¤¥°¢ªÂ
�M���+ú3�L ������0�]� ýKþLý3þLýKþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� )L� ��x������z�  � 	 �\���8� �U��	 � � �

� ¶ τ(X)∗ ⊂ X∗ÛµÇ·�0��×\�9 ¶ σ(X)∗ ⊂ X∗ÛµÇDÙ����%�  



bpo½b#"XfSm�jÉ»>k*»%$]nÂ¾Hk*fis1uLnAs'k*n�¾�n>k'&'fAm�jÉ»>k*»($LnÂ¾�¾I»*)afis1k*nÂ¾ ô:`

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L a)
�� ½{·�¯�¯B�½
¢²©L ¤© Æ'·�¢

τ(X) 6= P(V )
È3½
©¹����

τ(X)∗ = ∅
¢¸«�©¹³ �Kº À §�£{©L¢¤��¬

¥°��«�£{¢®£¤ÂAÐ�¢¤¯2£{¢¤�2���½�³)º»¶¤Æ'·I§>«{©¹���Æ'·�©V���·2½�§U¯B¢¤£
¥²©L½6±�¢� É§ª³L ¤·�³L¢¤£6³¹§G±�©¹¥°¢¤��½
©¹��¦±�¢
τ(X)

È

de1 = ω0
1e0 + ωα

1 eα + ωµ
1 eµ.

¥ ¯I§ª£�«�©¹£Ì±�¢" ¤¢®«
«�¢"¢¸¼d¯�£
¢¤½
½{©¹ª�KÈ+��eÃª�©L«�Æ'·�¢
T̃e1τ(X) ⊂ H

©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢>È
±Kº»·���¢"¯I§ª£�«

< e0, ..., en >= T̂e0X ⊂ Ĥ
È�©)Â»¢ªÂ

H ∈ X∗
È

¢®«Í±Kº�§ª·2«�£
¢¨¯I§>£
«
ωH

1 = 0
 ®¢¨Æ'·�©Ì½
©¹´��2©LáI¢°Æ'·�¢,³j§�¢8�£
¥²¢°Æ'·I§ª±�£{§>«�©LÆ<·2¢

IIX,e0(H) = qH
αβωα

0 ωβ
0

È
 ¤ª£{£{¢®½{¯B���±I§>�'«�¬Í³j§"¯I§ª£�«�©¹¢�Æ'·I§ª±�£{§>«�©LÆ<·2¢¾±�¢�³j§�½
©¹��´ª·�³j§ª£
©L«{¶

(X ∩H, e0)
È<¢¤½�«�±�¶¤´ª¶¤��¶®£{¶¤¢1¢¸«6±�ª�� 

¬U ¤¢1«�©Ê«�£
¢
H ∈ X∗�0��×t� Â

b)
¯B�·�£U³L¢¤½Î¥6Ñ¤¥°¢¤½Î£�§ª©L½{��2½°Æ'·Kº»¢¤�

a)
ª� ½
·�¯�¯B�½{¢eÆ'·�¢

σ(X) 6= P(V )
Â	Å	º�§ª£
´�·�¥°¢¤�«°¢¤½
«

¢¤�2 ¤�£
¢°¯2³¹·�½1½
©¹¥°¯�³¹¢G¯2·�©¹½
Æ<·2¢°³L¢ÎÅ3¢¤¥°¥²¢G±2¢ ì ¢¤£
£�§ª ®©¹��©Ö���·�½"±�©Ê«1Æ'·�¢ T̃xX ⊂ H
¢®«

T̃yX ⊂ H³¹ª£{½{Æ'·�¢
H ∈ σ(X)∗

Â
2

Þ��·2½Î§ª³¹³L���½Í±2�����¢®£U±�¢¤·d¼0¢¸¼d¢¤¥°¯�³L¢¤½UaïR ®¢¤½Î©¹�� ®³¹·�½
©¹��2½Í½{ª�'«Î½�«�£
©¹ ®«{¢¤½®È ¯�ª·�£G ¤¢®³j§$©L³Ì��ª·�½
¢ §ª·2«�£{§ª¯�¯B¢¤³L¢¤£�·��¦«�¡�¶®�£{¿®¥²¢"±�¢baI·�³Ê«����¢¸«cA�§ª��½
¢¤�KÂ
\�dp�Â�S�e8<ùûø ýKþLý3þ ÿfY-gihpð�jlk±g� ÿ2mnXVm!oC^ þ

Xn ⊂ P(V ) = Pn+a � + � � ���� �����=� )L� ��p������z�  � �C��	 � � ��8�����
?7��� � (σ(X)) = 2n + 1

���^��� � (τ(X)) = 2n��+ 9 ��� �?
σ(X) = τ(X)   	�©¹ ®©K±���2 �³L¢¤½�±�¢®·d¼¦¢¸¼d¢®¥²¯�³L¢¤½4�

÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ýKþLýKþ_ÿIþ �S�
X

����� 	��x���� �����=� � �Mp���� � �=� ) ��+ �H	 �bq � ��+ ) �.��� 2 ��� G  Z!#	 � � � X∗ÛµÇ·�0��×t� =
X∗�0��×\� ) +��\�IGI+S� X

����� & � � �[q�y � �  Â2 ��� ���� �����=��� � �Mp���� � �����3�8� � ���=��+������ δσ(X)

?���� , �����z�  ���^���F��� ,-� +'�
1 ³µ ��� �@)1��� ��w'� � )L	 � ù þ B�r ñ>ú>ú>ú�ýµ¶ � ���OGI+�� �K) ��+ � ��� � �8�%GI+A� � ���EGI+S� τ(X) = σ(X) ³t)1���6	 �� & ��� � y � �ºGI+S� 	%$ � �  ��� � �K��� ����)>) � 	 � � ¶´���E��� � � τ(X)∗ = σ(X)∗  @! � � ��� H ∈ τ(X)∗

�����
� +>�����Y+ �º) ��� � �4��� σ(X)∗  ¡ � � � )1��� ���0/ � ���<��� � ���

σ(X)∗ � H � + ���®� + � ��� � �x����+Qw ) ��� � ������±� ��� q�� � ����� ³ � �D,-� ���H� ��� �R�����z���������z+ � �z��� � H
�����T� ��� q�� � � 	 � 	 � � q�� $ + � �x�8��+>��? ���� �������À������ � � � ����� � ��� � �����=� � � � � ) �8�����<�  ��¶  WBC� ��� G 6= Sp2n

��+
G2 � � � � � ��� �A)1���F	 �7� & ��� � y � �#���Cþ � � )A�GI+ $ � 	 ��wa�\�����M+ �R&�(�) � �µ)L	���� H0

��� 	 GI+S� X ∩H0 � ���C+ � + � �<GI+A� ) ��� � �3��� � q�+ 	 ��� � GI+�� � �@�8����� )1� ����4� (*) � A1  [! � � ��� H0 ∈ X∗�0��×t� ��� H0 /∈ τ(X)∗  ÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ýKþLý3þLýKþ 2 ��� � ����+ 	 � � �0�R��� ù>s ? + ñ>ú>ú*t=ý � � � � � � � ��GI+A� 	�� ��� � ) �8� ��� ��� X∗Ù%����� �����
&�(�) � � ������� � � � �L��� �0� �i$ ����� )1� �#����+up���+ � �5� �*� �%��+S���<� 9 	 �  ¨:T$ ����� 	 �T� � � 	 � � �IGI+S� X = Pm×Pm×P2 ���+

X = Pm×Pm×P1×P1  UBC� σ(X)
��� ��� �3� �*� �%��+A���<� 9 	 � ³ � ��� X 	%$ �����·¶ � � �R� GI+A� σ(X)∗

�����
����+up���+ � �E+ � ����� � ) �8� ��� ���.� �*� �%��+A���<� 9 	 �E��� X∗ÛµÇDÙ����%�  ¡ ��� � 	 ���E����+�wÏ� � �E� $ &�(�) � � �����=� � � � �L��� ���GI+A� 	%$ � �D ��� � �C��� � � � �z��� �A� � � � ������	 � � � σ(X)∗ 6= X∗Ù%�����  Ò §ª��½�³¹¢®½�½
¢¤ ¸«�©¹ª��½ÍÆ'·�©	½{·2©LÃ�¢®�«G���·2½Í§ª³L³¹��2½1¶®«�·2±�©¹¢®£�³¹§e±�©L¥²¢®��½{©L�� ±�¢¤½"Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½

τ(X)∗
¢¸«

σ(X)∗
Â { ª·�£6 É§>³¹ ¤·2³¹¢¤£Õ ¤¢®½�±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª��½r�2�·�½6§>³¹³¹ª��½r·d«�©¹³L©¹½
¢¤£	³¹¢�£{¶¤½
·�³L«�§>«6 ®³j§ª½
½{©LÆ<·2¢¾½{·2©LÃ>§ª�« à Ã��©L£| =�ÇCA �8�>í��<ÈV,)ÇkÅ _ �a� ã��jâ#�



ôSc dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

\�dp�Â�S�e8<ùûø ýKþ¹ýKþLýKþ �������
Y ⊂ P(V )

+ � � ���� �����=� )L� ��p������<�  � ��� � � � ��������� � � � � � � � � 	 �\���8� ����
y ∈ Y

+ �Ï) ��� � �vq�� � � ����	� J ����� � � r = maxQ∈|IIY,y| ����� q Q ³ � $ �����M§®��� � � r
����� 	 � ����� qq�� � � � �<GI+S�M� $ + � GI+ � � � �<GI+S�T� ��� � 	�� �8����� � ��� , � � � � , � � � � � � � � ��	 ��¶ �;��	 � � �

��� � Y ∗ = r + codimY − 1.

ÚCÛµÚCÛ�Ú ÝDÞ3ßgà=áiâ'á ä#è[ãÓâ'Þ¨çc�¨è[çUâ'è[ã�èiâ�ã�è�wLâ'à=æ;çYãyx{z|�Tè�ß!�}�=Þ¨ç#è[ã�äYè
X

ËÌ�¥°¥²¢®�gÎ¤��2½Í§ÉÃ�¢® 
τ(X) ⊂ P(V )

Â { ª·�£T¢8�£
¥G·�³L¢¤£1³j§�¯�£
�¯B�½{©Ê«�©¹ª��Æ'·�©Õ½{·2©L«����·�½�§ª·�£
���½
ÔB¢¤½{ª©¹�Î±�¢�³j§���>«x§>«{©¹��U½
·�©LÃ>§ª�«�¢>È½{�©Ê«

v ∈ TxX
·��UÃ�¢® ®«�¢®·�£r«�§ª��´�¢®�«Õ¬

X
¢¤�

x
È'§ª³L�£{½

Ann(v) ⊂
|IIX,x|

¢¤½
«¾³)º»¢¤��½
¢¤¥GÔ2³¹¢�±�¢¤½�Æ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢¤½�±I§>��½¾³¹§°½
¢¤ ¤ª��±�¢H¢8�£
¥²¢@¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢�Æ'·�©[½{��«¾±�¶¤´�¶AÇ
��¶®£{¶¤¢®½r¯B�·�£i³¹§1±�©¹£
¢¤ ®«{©¹��

v
È�©_Â�¢>Â

q ∈ Ann(v)
½{©I¢¸«	½{¢®·�³¹¢®¥²¢®�'«Õ½
©

q(v, w) = 0, ∀ w ∈ TxX
ÂÞ�ª·�½

¯�£
�·2Ã�ª��½¤È
�M���+ú3�L ������0�]� ýKþLý3þtÅKþ

�������
X ⊂ P(V )

+ � � ���� ������� )L� ��p������<�  � 	 �\���8�E�=� 	�	 �xGI+S� δX∗ = δσ(X) = 0  ������� x ∈ X+ ��) ��� � �cq�� � � ����	 ��� X
���M�8�����

v ∈ TxX
+ �r �����=��+ � q�� � � � �<GI+S�  HBC� ��+ )>) �8�8�ÀGI+ $ � 	 ��wa�\�����

q ∈ Ann(v)
��� 	 GI+A� ����� q q = n− 1 �U��	 � � ��� ��� ��� � ��� ��y � �H�%GI+�� ���	 � � �=�TÆ

� ¶�� 	 ��wa�\���=�5+ �x&�(*) � �µ)L	���� H
�=� 	 GI+S� (X ∩H, x)

�8�����3+ � �Y��� � q�+ 	���� �����5�\�8� 	 ���@���@� (*) � A2

���
q
����� 	��4)1��� �<���
GI+ � � ��� �<�<GI+S�M��� (X ∩H, x)  9 ¶ τ(X)∗

�����;+ � �@�8��+Â��? ���� �������T��� X∗
���H���I��� � � � ����� � 1  ¬,ø<ù®g��¯�ðVøôýKþ¹ýKþ�~Kþ : ���<�=� )L� � ) �8�����<��� �E� ��+>�Y�����J� �T)1��� �<����+ 	 ��� � GI+A� X∗�0��×\� �����W���#���I��� � � � ����� �

1
� ��� � X∗  { �·2£�¯2£{�·2Ãª¢¤£�³¹¢�£
¶¤½
·�³L«�§>«����·�½�§ª³L³¹��2½6 É§ª³L ¤·�³L¢¤£6³¹§U½{¢¤ ®���±�¢4¢8�£
¥²¢#¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>³¹¢�±�¢

τ(X)
Â

ËÌ¢Í ¤§ª³¹ ®·�³[§²±�¶ÁÄ{§²¶¸«�¶T¢ §>©L«�±I§ª��½ | Å[§>�Ï�8���a���[±I§ª�2½¾³¹¢� É§>½�aï
τ(X)

¢®½
«¾±�¶¤´�¶®��¶¤£
¶¤¢>Â { ª·�£�¥°¢¤�2¢¤£
¬�Ô�©¹¢®�  ¤¢U É§>³¹ ¤·2³ ©¹³Ó���·�½@¢ §ª·2«� ¤�¥°¯�³¹¶¸«�¢®£1��ª«�£
¢U©¹�«�£
d±2·� ®«{©¹���§>·d¼ ©¹�Ã>§ª£
©j§ª�«�½¾±�©tÌ�¶¤£
¢¤�«�©L¢¤³¹½¾¢¤�
¯�£
¶¤½{¢®�«x§ª�«�³j§

3
?%y � � , � � � �T���c��+ 9 � � �CÂÞ��·2½¦§�Ãª���½,Ã<·ÝÆ'·Kº»·�� £
¢¤¯B¿¤£
¢�§ª±I§ª¯d«�¶�§ª·Ý¯2£{¢¤¥°©¹¢®£¨�£
±�£{¢$���·�½�¯B¢¤£
¥²¢¸«,±�¢.«{£{�·2Ãª¢¤£�±�¢®½

¢8��� ¸«�©L���½�½
À<¥°¶®«{£{©¹Æ'·�¢®½
qµ
αβ

Æ'·�©KÃ�¶®£{©Lá�¢¤�«¾³_º�¶®Æ'·I§>«�©L��

ωµ
α = qµ

αβωβ
0Ëi�µ±2¶¤£{©ÊÃ>§ª�«� ¤¢®«
«�¢�±�¢¤£
��©¹¿®£{¢"¢¸¼d¯�£
¢¤½
½{©¹ª�µ��e�Ô2«{©¹¢®�'«¤È

d(ωµ
α − qµ

αβωβ
0 ) = 0

(−dqµ
αβ − qµ

αβω0
0 − qν

αβωµ
ν + qµ

αδω
δ
β + qµ

βδω
δ
α) ∧ ωβ

0 = 0.Å3¢UÅ3¢¤¥°¥²¢�±�¢ÎË6§>£
«x§>��¯�¢®£{¥°¢®«1§>³¹�£
½�±�¢Í±�¶®áI�2©¹£�±�¢®½#¢8��� ¸«�©L���½¾½
·�£
F1 È rµ

αβγ

È�½
À<¥²¶¸«�£
©¹Æ'·�¢¤½¾¢¤�
α, β, γ

Èd«�¢®³¹³L¢¤½�Æ'·�¢

rµ
αβγω

γ
0 = −dqµ

αβ − qµ
αβω0

0 − qν
αβωµ

ν + qµ
αδω

δ
β + qµ

βδω
δ
α. à _ Â _ â
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���$§Î§ª©L��½{©!·��µ�2�·2Ã�¢¤§ª·¦«�¢¤�2½{¢¤·2£
F3 ∈ π∗(S3T ∗X ⊗NX)

±2¶®áI��©3¯�§ª£

F3 = rµ
αβγω

α
0 ωβ

0 ωγ
0 ⊗ eµ.

ËÌ¢Ì��ª·2Ã�¢¤§ª·Í«�¢®��½{¢®·�£Ö�!º�¢®½
« ¯�§ª½ÖÔ�©L¢¤��±�¶®á���©2§>·dÇÁ±�¢®½{½
·�½ ±�¢
X
Â>���Í±�©Ê«ÓÆ'·�¢

F3

¢¤½
«Ö·��Í©L�Ãª§>£{©j§>�'«
£{¢®³j§>«{©t¢kÂ>ÅV§"Ã>§ª£
©j§>«{©¹��G±2¢

F3

È½{·2½{ ¤¢®¯2«�©LÔ�³¹¢�±Kº�§QÌ�¢¤ ¸«�¢¤£	³L¢6«�¢¤�2½{¢¤·2£¤È'½{¢� É§>³¹ ¤·2³¹¢�±�¢�³j§#¢ §QÎ¤��Î½{·2©LÃ>§ª�«�¢>È
 ¤ª��½{©L±�¶¤£
���½¤È

ẽα = eα + g0
αe0

¢¸«
ẽµ = eµ + g0

µe0 + gα
µeα

Â ¥ ³¹�£
½"¯��·2£
f̃ = (e0, ẽα, ẽµ)

È3���§
F3,f̃ = r̃µ

αβγω
α
0 ωβ

0 ωg
0 ⊗ eµ

ÈI§ÉÃ�¢® 

r̃µ
αβγ = rµ

αβγ + Σαβγ(g
0
αqµ

βγ + gδ
νq

ν
αβqµ

γδ).���.Ã��©Ê«¾¢®��¯I§ª£
«{©¹ ®·�³¹©L¢¤£�Æ'·�¢G½{©
qµ
αβωα

0 ωβ
0 ∈ Ann(v)

§>³¹�£
½�³L¢¤½¾ ®d¢¸ß° ¤©¹¢®�«�½
rµ

αβγ∈Sing(Ann(v))½{ª�'«¤ÈI¢¤·d¼�È+Ô�©L¢¤�¦±�¶®á���©¹½�³¹ª£{½{Æ'·�¢
eα, eβ

¢®«
eγ ∈ Sing(Ann(v))

Â
{ �·2£1 É§ª³L ¤·�³L¢¤£

IIτ(X),e1

���·�½1§>³¹³¹ª��½¾¯�£
¶¤ ®©¹½{¢®£1��ª«{£{¢G£
¢¤¯B¿¤£{¢>ÂpÊd�©Ê«
F1

ÈK³L¢�áIÔ�£
¶U±�¢¤½1£
¢¤¯B¿¤£
¢¤½
§ª±I§>¯2«�¶®½r§>·°¯2£{¢¤¥°©¹¢®£i�£{±2£{¢�§ª·dÇ�±�¢¤½
½{·�½Õ±�¢

X
Æ'·�©I¯�£{¶®½{¢®£
Ã�¢®�«6³¹¢�±2£�§ª¯B¢É§ª·

{e0 = x̂} ⊂ {e0, eα} =
T̂xX ⊂ V

Â�Ëi�¨·2«{©¹³¹©L½�§ª�«i³¹§1¯�£{fÄ
¢® ®«{©¹��
F1 7−→ τ(X)

È
(e0, e1, . . . , en+a) 7−→ [e1]

ª�¨§1Ã<·¨Æ'·�¢M�

de1 = ω0
1e0 + ωα

1 eα + ωλ
1eλ

¥²<±
[e1].

à _ ÂÐã�â
��� ½
·�¯�¯B�½{¢

τ(X)
���� ±�¶¤´�¶®��¶¤£
¶¤¢>ÈÕª� ¯B�½{¢

n + 1 ≤ λ ≤ 2n
È
1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n

Èi¢®«
2n + 1 ≤ µ ≤ n + a

Â+���$§>±I§ª¯2«{¢�³L¢�áIÔ�£
¶�±2¢¤½�£{¢®¯�¿®£{¢¤½�§ª·dÇ�±�¢¤½
½{·�½�±�¢
X
ÈI ®�¥²¥°¢�½
·�©L«4�

F1
τ

¢®½
«1³L¢�á�Ô�£{¶G±2¢¤½1£{¢®¯�¿®£{¢®½�Æ'·�©Ö¯�£
¢¤½
¢¤£
Ãª¢¤�«�³¹¢�±�£�§ª¯B¢É§>·
{e0} ⊂ {e0, eα} ⊂ {e0, eα, eλ} ⊂

{e0, eα, eλ, eµ}
È2§ÉÃ�¢® 

[e0] = x
·���¯B�©¹�«r´�¶¤��¶®£�§ª³B±�¢

X
È
T̂xX = {e0, eα}

È
[e1]

·���¯B�©¹�«r´�¶¤�2¶¤£�§>³
±�¢

τ(X)
È
T̂e1τ(X) = {e0, eα, eλ}

Â
{ �·2£� ¤§ª³¹ ®·�³¹¢®£1³j§,½{¢® ¤��2±�¢K¢8�£
¥²¢H¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>³¹¢G���±�¶®£{©LÃª¢²³L¢¤½�Ãª¢¤ ®«{¢¤·�£
½GÆ'·�©	§ª¯�¯�§ª£�§ª©L½{½
¢¤�«

±I§ª�2½
de1

È

IIτ(X),e1
= (ωα

1 ωµ
α + ωλ

1ωµ
λ)eµ ⊗ e1 ¥°d± [T̂e1τ(X)].��Ô�½{¢®£
Ã�ª��½¤ÈB¯�ª·�£�½{©L¥²¯�³L©LáI¢®£Ì³_º�¢A¼2¯2£{¢¤½
½{©L��KÈIÆ'·�¢

ωλ
1 = qλ

1βωβ
0 ,

ωµ
α = qµ

αβωβ
0 ,

−qλ
1βωµ

λ + qµ
βδω

δ
1 = rµ

1βγω
γ
0

 É§ª£
qµ
1β = 0.���µªÔ2«�©L¢¤�«�§ª©¹�2½{©)È

IIτ(X),e1
= (2qµ

αβωα
1 ωβ

0 − rµ
1βγω

γ
0ωβ

0 )eµ.
Þ��·2½�§ÉÃª���½�Ãd· à ¶®Æ'·I§>«�©L�� _ Â�ãâÌÆ'·Kº�·2��¢�Ô�§ª½{¢�±�¢ T ∗

e1
τ(X)

¢®½
«�±�����2¶¤¢�¯I§ª£�³¹¢®½F¢8�£{¥°¢¤½
{s∗(ω1

0), ..., s
∗(ωn

0 ), s∗(ω0
1), s

∗(ω2
1), ..., s

∗(ωn
1 )},



ôSÍ dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

aï
s : X 7−→ F1

τ

¢®½
«�·���¢"½{¢® ®«{©¹��e³¹< É§ª³L¢�±�·¦áIÔ�£
¶�±2¢¤½�£{¢¤¯B¿¤£
¢¤½ à  ®¢¤ ®©[ ¤§ª£�³¹¢®½ ωλ
1

½{ª�'«
n
¢8�£
¥²¢®½

©¹�2±�¶¤¯B¢¤��±�§ª�«�¢¤½¦½
·�£
F1

¢¸«¦Æ<·!º��� §0³¹¢®½�£{¢®³j§>«{©¹���½
ωλ

1 = qλ
1βωβ

0

âAÂ Ò §ª�2½�·���¢�«�¢®³¹³¹¢µÔI§ª½
¢�·2��¢
Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢

Qµ ∈ |IIτ(X),e1
|
¢¤½�«�±2¢�³¹§
¢8�£{¥°¢ªÈ

Qµ =



















rµ
111 . . . rµ

11n 0 . . . 0ÂÂÂ ÂÂÂ ÂÂÂ ÂÂÂ
2qµ

αβ

rµ
1n1 . . . rµ

1nn 0
0 . . . 0 0 . . . 0ÂÂÂ

2qµ
αβ

ÂÂÂ ÂÂÂ
0 0 . . . 0



















¯�·�©L½{Æ'·�¢�¯I§ª£	 ¤ª��½
«{£{·� ¸«�©¹ª�
qµ
1β = 0

È¢¸«ÌÆ'·Kº»©¹³I�Kº À°§"¯I§ª½	±�¢� ¤<¢®ß° ¤©L¢¤�«�½Õ����°�'·�³¹½Õ¯�ª·�£	³¹¢¤½	 ¤§ª£{£
¶¤½
±�·û«ÁÀ<¯B¢

ω0
1ω

β
0

Â Ò ��� ,��0§$Ô�©¹¢®�0£�§>��´
Qµ ≤ 2n − 1 à  ®¢¨Æ'·�©Ì¢®½
«U ®��1¢8�£
¥²¢¨¬$��ª«{£{¢¨§>«{«{¢¤�«�¢¯�·�©L½{Æ'·�¢

τ(X)∗ ⊂ X∗
âAÂ

Qµ
½
¢¤£�§²±�¢�£{§ª��´²¥¨§f¼d©L¥G·�¥ ½
©Ó¢¸«¾½
¢¤·�³L¢¤¥°¢¤�«�½
©

(qµ
αβ)αβ

¢¤½�«�±�¢�£�§>��´
n− 1

¢¸«¾½
©
rµ
111 6= 0

Â
{ ª½{���½

v = e1 ⊗ e0
¥°d±

e0 ⊗ e0
È
v ∈ TxX

¢¸«
v
¢®½
«�´ª¶¤��¶®£�§ª³V¯I§ª£� ¤ª��½
«{£{·� ¸«�©L��KÂBÅV§²¯�£
¢¤¥°©¹¿¤£
¢

 ¤ª��±�©L«{©¹��$���·�½1±�©Ê«�Æ'·Kº»©¹³Ó¢¸¼d©¹½�«�¢
qµ ∈ Ann(v)

±�¢U£{§ª��´
n − 1

¢¸«1³j§²½{¢¤ ®���±�¢Î¢®½
«"¶¤Æ'·�©ÊÃ>§ª³¹¢®�'«{¢ªÈ
¯B�·�£

X
³L©¹½
½{¢ªÈV§>·º¢ §ª©Ê«"Æ'·�¢

σ(X)
½{ª©L«"�����±�¶¤´ª¶¤��¶®£{¶¤¢ à  ¤§ª£ e1

¢¤½�«Í´�¶®��¶¤£
©¹Æ'·�¢>ÈVÃª�©¹£ | ,)ÇkÅ _ �a� ã��¯I§ª´ª¢6�Éã � â¸Â���$§U±���2 �¯2£{�·2Ãª¶�¯B�·�£
X ⊂ P(V )

ÈI·��2¢"Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶1³¹©L½{½
¢ªÈ�¢¸«
x ∈ X

·��e¯�ª©¹�«�´�¶¤�2¶¤£�§>³3Æ<·2¢6�
τ(X)∗

¢®½
«�±�¢" ¤<±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�
1
±I§ª��½

X∗ Â
⇔

σ(X)
��ª�µ±�¶®´�¶¤�2¶¤£{¶®¢�¢¸«

∀ v ∈ (TxX) Û�©8Ù�©0ªÊØ������ È ∃ q ∈ Ann(v)
±2¢�£{§ª��´

n− 1

ËÌ¢®«
«�¢Õ±�¢¤£
��©¹¿®£{¢i ¤ª��±�©L«{©¹��1�2�·�½V±�©L«VÆ'·�¢	¯B�·�£3·���¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª�
H ∈ τ(X)∗Û�©8Ù�©0ª\« £ ÈÉ³L¢¤½V ¤��2±�©L«{©¹���½½{·2©LÃ>§ª�«�¢®½�½
��«�£{¶É§>³¹©¹½
¶¤¢®½M�

qH ¢®½
«�±�¢"£�§>��´
n− 1,

rH
vvv 6= 0

¯��·2£
v = (qH) ×¹ØÚÙ{Û .

ËÌ¢¤³¹§Î½
¢�«{£�§ª±2·�©L«�¢®�µ ®dª£{±���2��¶¤¢®½�¯B�·�£�³¹§G½{¢¤ ¸«�©L��µ¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢"¯I§>£M�

(X ∩H, x) ∼ x2
2 + ... + x2

n + x3
1 + ... = 0

∼ x3
1 + x2

2 + ... + x2
n = 0.

Ë¾º�¢®½
«¾¬U±�©¹£
¢
(X ∩H, x) ∼ A2

ÂBËÌ¢"Æ'·�©[§ª x¡�¿®Ãª¢�³¹§G¯�£{¢®·2Ã�¢�±�¢"³j§G¯�£
�¯B�½{©Ê«�©¹ª�KÂ
2¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþLýKþ��Kþ 2�� ��� � �����<��� � � � 	�� �<�  �D§ 	%$ ��wa�\���=� � ���À� $ + � �DGI+ � � � �<GI+A�D��� �%��� q n − 1

� � � ���<� ��� �;+ � �
��� � �����<��� � q�� � � � �<GI+S�T��� TxX ) ��+ �4� � (a� +������X� �E)L��� �<�<GI+S�
��� L ��� 	 �T§  � � � /C� �- ¡ ��� � 	%$ ��w'� � )L	 �4GI+'�W��+����F� �E) ��+'� � � � � � � � GI+ $ + � �M��� 	�	 �
GI+ � � � �<GI+A� �i$ ��wa�\����� )1� �  
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÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ýKþLý3þtÅKþ �������
X = P1×P1×P1 ⊂ P7  S2 �Y� ��	 ��+ 	 ��� 	�� �8����� � ��� , � � � � , � � � � � � � � ��	 �� � � � � �MGI+S� |IIX,x| � � � ��� 	�� �����8� � ��� ) �<��� � ��+'� ���� ���
Æ

|IIP1×P1×P1,x| = {





0 a b
a 0 c
b c 0



 , a, b, c ∈ C}.

�S�
v =





v1

v2

v3





�����Y+ � �E��� � �����z��� � ����q�� � � � ��� ) ��+ � + � �KGI+ � � � �<GI+A�E��� |II| � � � � � � � � � )1���.	 �
� ��	 ��+ 	 GI+A� � ��������� � � � � � � � �U+ � ���������8� L ����� � �0� vi

����� � + 	l� �  �  v �i$ ����� )1� �cq�� � � � �<GI+S�  CBC� � ����%��+����¨��� � �4GI+A� τ(P1×P1×P1)∗
�����¨���M���I��� � � � ����� ��� + � ��� � �5����+�wK� ��� � (P1×P1×P1)∗  

òU�K,-� ���^���F� � �8� � � ) � � ���.§ 	�� �����8� � � ) �<��� � � $ + � �.GI+ � � � �<GI+S�.��� |IIτ(X),v| �W) ��+ � v
q�� � � � �<GI+A� �GI+A� 	%$ � �º� ��� �A� �T� ��� � 	��M)L� ��+  �
��� 	��M)L� � ) �8�����<��� �1� � �E) ��+�� � � � � � � � GI+A� τ(P1 × P1 × P1)∗�����.�������I��� � � � ����� � � + � ��� � �±� � ���\�R� ��� � (P1 × P1 × P1)∗  6BC�r � �*���×� + � &1��) ��� � � ÷ GI+A�

τ(P1 × P1 × P1)∗
�����^�������I��� � � � ����� � ��w � ���=� � � � �¨� � ���\�
� ��� � (P1 × P1 × P1)∗  

ÚCÛµÚCÛ�� ÝDÞ3ßgà=áiâ'á ä#è[ã�ã�á�wiÞ¨çUâ'è[ã�èiâ�ã�è�wLâ'à=æ;çYãyx{z|�Tè�ß!�}�=Þ¨ç#è[ã�ä#è
X{ §ª½
½{��2½"¬¨³j§ÎÃª§>£{©¹¶¸«�¶�±�¢¤½¾½{¶¤ ¤§ª�«�¢®½¤Â3Þ��·�½1§ª³L³¹��2½�¶¸«x§ªÔ2³¹©¹£�·��2¢G£{¢®³j§>«{©¹��e¢¤�«�£
¢G³j§°±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�

§>«
«�¢¤�2±�·�¢"±�¢
σ(X)∗

¢®«�³¹¢®½�½{¢¤ ¸«�©L���½�¡Àd¯B¢¤£
¯�³j§>��¢¤½�±�¢
X
Â

Êd�©Ê«
z ∈ σ(X)

·��°¯B�©¹�«	´�¶®��¶¤£{§ª³)È�¢¸«
(x, y) ∈ (X×X) Û�©8Ù�©0ª\« £ ·2��¢�¯�§ª©¹£
¢�±�¢�¯��©L�«�½	´�¶¤�2¶¤£�§>³¹¢ªÂÅ3¢¾Å3¢®¥²¥°¢�±�¢ ì ¢¤£
£�§ª ®©¹��©_È���·�½r±�©L«ÕÆ'·�¢ T̃zσ(X) =< T̃xX, T̃yX >

È<¢®�,¯I§ª£�«�©L ¤·�³L©¹¢¤£®È
T̃zσ(X)

¢®½
«
«x§>��´�¢¤�«6¬

σ(X)
³¹¢�³¹���´�±�¢�³j§"±��©L«{¢

P1
xy

Âd�1�²½{·�¯2¯��½
¢�¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«rÆ<·2¢
δX∗ = 0

Âd�1�¨§�Ã<·,Æ'·�¢
σ(X)∗

¢¤½�«�±2¢� ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹��¦§ª·e¥°�©¹��½
2
±�§ª��½

P(V ∗)
ÂLÊd·�¯�¯B�½{ª��½

codimP(V ∗)σ(X)∗ > 2
ÂLÊd�©Ê«

H
·��e¯��©L�«�´�¶¤�2¶¤£�§>³3±�¢

σ(X)∗
ÈI§ª³L�£{½

H
¢®½
«�«x§ª�2´�¢¤�«�¬

σ(X)
³¹¢�³L���´U±Kº»·��

P2
Â Ò ��� "©¹³K¢A¼d©¹½
«{¢

·���¢Õ ¤ª·�£{ÔB¢
z(t) = x(t)+y(t)

È�«�¢®³¹³L¢iÆ<·2¢
z(t) 6⊂ P1

xy

¢¸«Ó«{¢¤³L³¹¢iÆ'·�¢
H
½{ª©L«V«x§ª�2´�¢¤�«Ö¬

σ(X)
³¹¢	³¹ª��´

±�¢
z(t)

Â�ËÌ�¥°¥²¢
z(t) 6⊂ P1

xy

ÈI��e¯B¢¤·2«�½{·�¯2¯��½
¢¤£�Æ'·�¢
x(t)

�!º�¢®½
«�¯I§ª½�³j§U ¤�·2£{ÔB¢� ®���½�«x§ª�«�¢>ÂiËi�
§ª¯�¯2³¹©¹Æ'·I§>�'« ³¹¢�Å3¢¤¥°¥°¢Ì±�¢ ì ¢¤£{£{§ª ¤©L��©)Èf��Î¢¤�Î±�¶®±�·�©Ê«iÆ'·�¢ H

¢¤½
«i«�§ª��´�¢®�«Õ¬
X
³L¢6³¹ª��´�±�¢

x(t)
Â'���

§�§ª³L�£{½Ó��¶¤ ®¢¤½
½�§ª©L£{¢¤¥°¢¤�«	£{§ª��´
(IIX,x(H)) < n

Â��1��Ãd©L¢¤�«i±�¢�¥°��«�£
¢¤£ÓÆ<·2¢6½{©
(x, y)

¢®½
«	·��2¢6¯I§ª©L£{¢
´�¶®��¶¤£{§ª³¹¢�¢®«�½®º�©L³B¢A¼d©¹½
«{¢�·���¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª�

H
«{¢¤³�Æ<·2¢�£�§ª�2´

(IIX,x(H)) = n
¢®«�£{§ª��´

(IIX,y(H)) = n
È

§ª³L�£{½
σ(X)∗

¢®½
«	±�¢� ®d±�©L¥²¢®��½{©L��
2
±I§>��½

P(V ∗)
Â>Ëi�°±!ºÐ§ª·d«�£{¢®½i«�¢¤£
¥²¢®½¤È�¯B�·�£

z = x+y ∈ σ(X)
È

£�§>��´
(IIX,x)(H) = n

¢¸«�£�§ª�2´
(IIX,y(H)) = n ⇒

£{§ª��´
(IIσ(X),x+y(H)) = 2n

Â
{ ³¹·�½�¯�£
¶¤ ®©¹½{¶®¥²¢®�«ÉÈ�³¹¢®½�©¹�� ®³¹·�½
©¹��2½

T̃xX ⊂ T̃x+yσ(X)
¢®«

T̃yX ⊂ T̃x+yσ(X)
���·2½e¯B¢¤£kÇ

¥°¢®«{«{¢¤�«�±Kº»©¹�«�¢®£{¯�£
¶®«�¢®£
IIσ(X),x+y

±�¢"³j§
¢ §QÎ¤��e½{·�©ÊÃ>§ª�«�¢ªÈ
W	ødùûùûø �Kþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ������� )L� ��p������z�  �4��� 	�	 �
GI+A� σ(X) � �@�8����� )1� �T��� , �����<�  �  

IIσ(X),x+y : N∗
x+yσ(X) ↪→ N∗

xX ×N∗
y X

IIX,x×IIX,y

−−−−−−−→ S2T ∗
xX × S2T ∗

y X ↪→ S2T ∗
x+yσ(X).

2���)L� � � ��y � � ² ��� & �®��� ��� � 	%$ � � � 	 +>����� � ��� 	�� ��� ��� ��y � �Ï��� ��� ��� ) � � ��§ 	�� �8� ��� �R����� , � � � ���GI+ � � �%� �<�<GI+A���  



ULõ dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ���e·d«�©¹³L½{¢�³j§Í¯�£
¶¤½
¢¤�«x§>«{©¹��¦±�¢1³¹§Í½{¢® ¤��2±�¢@¢8�£{¥°¢Y¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª³L¢�±���2��¶¤¢1±I§>��½| ,Á³ÊÇkÅV§ª�R���a�a���_ÂpÊdª©L«
<, >

ÈK³¹§K¢8�£
¥²¢GÔ2©¹³¹©L��¶É§>©¹£{¢��I§>«{·�£{¢®³¹³L¢
<, >: V × V ∗ 7−→ C

Â[Ë «x§ª�«"±�ª����¶
Z ⊂ P(V )

��û��>«�¢
Ẑ ⊂ V

³¹¢° ¤Ñª��¢,§ª·�±�¢¤½
½{·�½Í±�¢¨³¹§¦Ã>§ª£
©¹¶®«{¶
Z
¢®«���û ®���½
©¹±�¿®£{¢

z ∈ Z
·��

¯B�©¹�«�±�¢"³j§GÃ>§ª£
©¹¶®«{¶ªÂ+ËÌª��½{©L±�¶¤£
���½�¥¨§ª©L�«�¢¤��§ª�«
H ∈ P(V ∗)

È+§>³¹�£
½
z
§>¯�¯I§ª£�«�©¹¢®�«�¬°³_º�¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª�

½{©V¢¸«�½
¢¤·�³L¢¤¥°¢¤�«�½{©
< ẑ, Ĥ >= 0

Â+ÅV§Î ¤���±2©L«�©L��¦±�¢1«x§ª�2´�¢¤�� ®¢�±2¢
H
¬

Z
¢¤�

z
½®º�¢A¼2¯2£{©¹¥°¢"±�¢�³j§

¢ §�Î®��¦½{·�©ÊÃª§>�'«{¢ªÈ
∀ z(t) ⊂ Z

´�¢®£{¥°¢1±�¢" ¤�·�£
Ô�¢1«{¢¤³3Æ'·�¢
z(0) = z

§>³¹�£
½¤È

< ẑ(0), Ĥ >= 0

< ẑ′(0), Ĥ >= 0.aÖ©Ê¼d��2½¾¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«�·���¢G±�©L£{¢® ®«�©L��
v ∈ TzZ

Â�ÅV§²½{¢® ¤��2±�¢H¢8�£{¥°¢4¢8���±I§ª¥°¢¤�«�§ª³¹¢�¥²¢®½{·�£
¢Í³L¢
 ¤ª�'«�§ª ®«�§ª·e±�¢®·d¼d©¹¿¤¥°¢1�£
±�£{¢"±�¢

H
¢¤�

z
¯B�·�£�³¹§G±�©¹£
¢¤ ®«{©¹��

v
È+§>©¹��½
©

IIZ,z(H)(v, v) = QH
z (v, v) =< z′′(0), H > .Ð�¢¸Ã�¢®�����½�¬U³j§U½{©Ê«�·I§>«{©¹��¨Æ<·2©3���·�½�©¹�«{¶¤£{¢®½{½
¢ªÈB¬U½�§ÉÃ��©L£

Z = σ(X)
ÂSÊ<�©L«

z(t) = x(t) + y(t)·�� ´�¢¤£
¥²¢¦±�¢¦ ®�·�£{ÔB¢e¯I§ª½{½{§ª�«¨¯�§ª£
z
Âr�1� §�½{·�¯2¯��½
¶

σ(X)
��ª�dÇÁ±�¶�¢8¢¤ ¸«�©LÃª¢µ±2��� 

T̂zσ(X) =
T̂xX ⊕ T̂yX

Â ¥ ©¹�2½{©i·�� Ã�¢® ®«�¢®·�£�«�§ª��´�¢®�«
v ∈ Tzσ(X)

½
¢Î±�¶¤ ®�¥²¯B�½
¢²±�¢Î¥²§ª��©L¿¤£{¢U·2��©¹Æ'·�¢°¢¤�
½{ª¥²¥°¢G±�¢U±�¢®·d¼�Ãª¢¤ ®«{¢¤·�£
½

v = v1 + v2

§ÉÃ�¢® 
v1 ∈ TxX

¢®«
v2 ∈ TyX

Â[Êdª©L«
H
·�� ¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª�

«x§>��´�¢¤�«�¢¤�
z
¬

σ(X) à ¢®«�±���2 "«�§ª��´�¢®�«¾¬ X
¢¤�

x
¢¸«

y
ârª�µ�Ôd«�©¹¢®�«�§ª³¹�£
½

IIσ(X),z(v, v) =< ẑ′′(0), Ĥ >=< x̂′′(0) + ŷ′′(0), Ĥ >

=< x̂′′(0), Ĥ > + < ŷ′′(0), Ĥ >= IIX,x(H)(v1, v1) + IIX,y(H)(v2, v2).

2

Êd�·�½�³_º�¡À<¯Bª«�¡�¿®½{¢
δX∗ = 0

Èd·���¢�Æ'·I§ª±2£{©¹Æ'·�¢1±2¢�£�§ª�2´G¥¨§ ¼2©L¥G·�¥ ±I§ª�2½
|IIσ(X),x+y|

½
¢¤£�§G·2��¢
Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢�±2¢�£�§ª�2´

2n
Â'���2¢�«�¢¤³L³¹¢�Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢�¢A¼2©L½
«{¢1½{©!¢¸«�½{¢®·�³¹¢®¥²¢®�«�½{©�©¹³B¢¸¼d©¹½�«�¢�·���¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª�

H
«x§ª�2´�¢¤�«�¬

x
¢®«

y
«�¢¤³!Æ<·2¢

IIX,x(H)
¢¸«

IIX,y(H)
½{�©L¢¤�«�±�¢"£�§ª��´

n
ÂB�1�¦Ã<©¹¢®�'«�±!º�¶¸«x§ªÔ�³L©¹£5�

W	ødùûùûø m3þ �������
X ⊂ P(V )

+ � � ���� ������� )L� ��p������<�  � 	 �\���8�H��� 	�	 �HGI+S� δX∗ = δσ(X) = 0
���X���

)L	 +>��� � ��+ )>) �8�8�MGI+S� σ(X) 6= P(V )  [!#	 � � �
� �º���
σ(X)∗

�����;+ � �@�8��+>��? ���� �����=�
�������I��� � � � ����� � 1
� ��� � X∗ ⇔ ∀ (x, y) ∈ (X ×X) Û�©8Ù�©0ª\« £ � ∃+ �À&�(*) � �µ)L	���� H

�=� 	 GI+A� (X ∩H, x) ∼ A1

���
(X ∩H, y) ∼ A1  Þ��·2½Í¯B�·2Ã�ª��½Í ®�¥²¥°¢Î¯�ª·�£"³j§�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶Î±�¢®½�«x§>��´�¢¤�«{¢¤½Í¶¸«x§ªÔ2³¹©¹£"·��2¢² ®���±�©Ê«�©¹ª��½
·2ß°½�§ª�«�¢>È

aï¦³j§U´�¶®�¥°¶®«�£
©¹¢�´ª³¹�ÔI§>³¹¢�±�¢
X
���·2½�©L�1¢8�£
¥²¢�½
·�£�½{¢®½�½
¢¤ ®«{©¹��2½�¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢®½T�

�M���+ú3�L ������0�]� ýKþ¹ýKþ½éVþ �������
X ⊂ P(V )

+ � � ���� �����=� 	 �\���8����� 	�	 �±GI+A� δX∗ = δσ(X) = 0  TBC���+ )>) �8�8�TGI+S� ∀ (x, y) ∈ (X ×X) Û�©8Ù�©0ªt« £ T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅ �U��	 � � �H� ��� ��� ,-�ON � � �%GI+'� ���	 � � ���TÆ

� ¶ ∃ H
��� 	 GI+S� (X ∩H, x) ∼ A1

���
(X ∩H, y) ∼ A1  9 ¶ σ(X)∗

�����;+ � �#�8��+Â��? ���� �������
��� X∗
�������I��� � � � ����� � 1  



bpo½b#"XfSm�jÉ»>k*»%$]nÂ¾Hk*fis1uLnAs'k*n�¾�n>k'&'fAm�jÉ»>k*»($LnÂ¾�¾I»*)afis1k*nÂ¾ UZ¸

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L Þ��·2½Ì§ª³L³¹��2½i¥²��«{£{¢¤£iÆ'·�¢�½{�·2½r³L¢¤½	¡Àd¯Bª«{¡�¿¤½
¢¤½Ì±2¢�³¹§"¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L��KÈ σ(X)∗
¢¤½�«

±�¢� ¤<±�©¹¥°¢¤��½
©¹��
1
±I§ª��½

X∗
ÂdËÌ¢¤ ®©!£{¢¸Ã<©¹¢¤�«6¬�¥°��«�£
¢¤£Õ³)º»¢¸¼d©¹½�«�¢¤�2 ¤¢¾±!º�·��2¢¾Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢�±�¢¾£{§ª��´

2n±I§ª�2½
|IIσ(X),[x̂+ŷ]|

Â ¥ Ã>§ª�«1±�¢G ®�¥²¥°¢¤�2 ¤¢¤£�³¹¢®½� É§ª³L ¤·�³L½¾��$£{¢¤¥²§ª£
Æ<·2¢¤£�§²Æ<·2¢
T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅¢®«

δσ(X) = 0
©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢®�'«¾¢¤��¯I§ª£�«�©¹ ®·�³¹©L¢¤£�Æ<·2¢

σ(X) 6= P(V )
È!±���� 

σ(X)∗
¢®½
«�Ô�©L¢¤� ·���¢Î½{ª·�½

Ã>§ª£{©L¶®«{¶1����¦Ãd©L±�¢1±�¢
X∗

Â
|IIX,x| = N

(2)∗
x X = (T̂

(2)
x X/T̂xX)∗

¢¸«
N∗

[x+y]σ(X) = (V/(T̂xX + T̂yX))∗
Â�ÅV§² ®���±�©Ê«�©¹ª�

T̃
(2)
x X∩T̃yX = ∅

��ª·�½ ±�©Ê« Æ'·�¢
N

(2)∗
x X ' N

(2)∗
x X/(T̂yX)∗ ⊂ N∗

x+yσ(X)
ÂaËi�U±Kº�§ª·2«{£{¢®½Ö«�¢®£{¥°¢¤½

¶®«�§ª�«i±���2��¶¤¢6·2��¢6Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢
Q
±I§>��½

|IIX,x|
©L³<¢A¼d©¹½
«{¢6·��U¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª�

H
«{¢¤³dÆ<·2¢

H
½{ª©L«[«x§ª��´ª¢¤�«

¬
x
¢¸«

y
È�¢¸«�±�¢"¯�³¹·�½

IIX,x(H) = Q
Â

ËÌ�¥°¥²¢
δX∗ = 0

ÈÓ�� ¯�¢®·2«U±�ª�� � x¡��©L½{©¹£
Q
±�¢�£{§ª��´

n
ÂJËi� ©¹�Ã�¢®£{½�§>�'«°³L¢¤½G£
Ñ�³¹¢®½G±�¢

x
¢®«

y
ÈK�� ¥²ª�'«{£{¢Î±�¢Î¥6Ñ¤¥°¢UÆ<·!º�©L³ ¢¸¼d©¹½�«�¢°·���¡Àd¯B¢¤£
¯�³j§>�

H ′
«{¢¤³iÆ'·�¢

H ′
½{�©Ê«1«x§ª�2´�¢¤�«�¬

x
¢®«

y
¢®«

Æ'·�¢¦±�¢�¯�³L·�½
IIX,y(H

′)
½
�©L«U·2��¢¦Æ<·�§ª±�£{©LÆ'·�¢�±�¢�£�§>��´

n
ÂÕËÌ��2½{©¹±2¶¤£{ª��½Î¬�¯�£{¶®½{¢¤�«

l1 = P1
HH′ ¤ª¥²¥°¢Î·���¢°±�£{�©Ê«�¢Î±�¢

P(N∗
xX)

¢¸«
l2 = P1

HH′

 ®�¥°¥²¢Î·���¢°±�£
�©L«{¢°±2¢
P(N∗

y X)
Â[Åiº»¢¤��½
¢¤¥GÔ�³L¢

±�¢®½²±�©L£{¢® ®«�©L���½U ®����£
¥¨§ª³L¢¤½G±�§ª��½
P(N∗

xX) à £{¢®½{¯KÂ	±I§ª�2½ P(N∗
y X)

âÍÆ<·2©� ®�£{£
¢¤½
¯���2±�¢¤�«¨¬�±�¢®½
¢8�£
¥²¢®½ÕÆ'·I§>±�£�§>«{©¹Æ'·�¢®½r±�¶®´�¶¤�2¶¤£{¶®¢¤½r¢¤½
«r·���¢�¡À<¯�¢®£{½{·2£�¢ §ª ®¢

Y1 ⊂ P(N∗
xX) à £
¢¤½
¯KÂ Y2 ⊂ P(N∗

y X)
â¸Â

��£���e§° ®���½
«{£{·�©Ê«
H à £{¢®½{¯KÂ H ′ â�±2¢"«{¢¤³L³¹¢1½{ª£
«�¢"Æ'·�¢ IIX,x(H) à £{¢¤½
¯KÂ IIX,y(H

′)
âÌ½
�©L«�±�¢�£�§>��´

¥²§f¼d©¹¥G·�¥eÂe,Á³I½¤º»¢¤�¨½
·�©L«	Æ'·�¢
l1
à £
¢¤½
¯KÂ l2 âÖ©¹�«{¢¤£{½
¢¤ ¸«�¢ Y1

à £
¢¤½{¯!Â Y2

â ¢®�²·��Î��ª¥GÔ�£{¢�áI�2©I±�¢�¯��©L�«�½¤Â
���û x¡�ª©¹½{©Ê«G§>³¹�£
½

H ′′ ∈ l1 = l2
«{¢¤³ÕÆ<·2¢

H ′′ /∈ l1 ∩ Y1

¢¸«
H ′′ /∈ l2 ∩ Y2

ÂÖ�1�û§µ±�ª�� ²«{£{�·2Ãª¶
H ′′ ∈ N∗

x+yσ(X)
È2«{¢¤³3Æ'·�¢

IIσ(X),x+y(H
′′)
½{�©Ê«�±�¢"£�§ª��´

2n
Â
2

ÚCÛµÚCÛ�� �HxYá[æ3ßV��� è ã*�Yß��=è[ã�ã'è�wSâ1à=æ¨ç#ãyx{z{�
è�ß2�}�=Þ¨ç#è[ã�ä#è
X

���µ£
¢¤´�£
�·�¯B¢�³L¢¤½�¯�£
�¯B�½{©Ê«�©¹ª��½ _ Â _ Â�ãÎ¢¸« _ Â _ Â��Î¯B�·�£C¢8�£
¥G·�³¹¢®£6³¹¢�«{¡�¶¤ª£{¿¤¥°¢"½{·�©ÊÃ>§ª�«4�
\�dp�Â�S�e8<ùûø ýKþLýKþtÅ3þ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� �����=� 	 �\���8�@�=� 	�	 �
GI+A� δX∗ = δσ(X) = 0 �U��	 � � �
Æ?C�������

x
+ �E) ��� � ��q�� � � ����	l� � � ��+ )>) �8�8�TGI+A� ∀ v ∈ (TxX) Û�©8Ù�©0ªLØ������ ∃ q ∈ Ann(v) ⊂ |IIX,x|��� ����� q n− 1 �;��	 � � ��� �R� ��� ,-�ON � � �%GI+�� ���	 � � �=�TÆ

� ¶ ∃ H
��� 	 GI+A� (X ∩H, x) ∼ A2

���
q
��� �*� ��� ) � � �6§ 	��5)1��� �<���MGI+ � � ��� �z�<GI+A�M��� (X ∩H, x)  9 ¶ τ(X)∗

�����;+ � �@�8��+Â��? ���� �������T��� X∗ ���H���I��� � � � ����� � 1  ?#�������
(x, y) ∈ (X × X) Û�©8Ù�©0ª\« £ � � ��+ )>) �8�8�.GI+S� T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅ �7��	 � � �O� �Ó� ��� ,-�ON � ��%GI+�� ���	 � � �=�TÆ

� ¶ ∃ H
��� 	 GI+S� (X ∩H, x) ∼ A1

���
(X ∩H, y) ∼ A1  9 ¶ σ(X)∗

�����;+ � �#�8��+Â��? ���� �������
��� X∗
�������I��� � � � ����� � 1  

���µ�Ôd«�©¹¢®�«�§ª³¹�£
½�§ª©¹½
¶¤¥°¢¤�«�³¹¢®½� ¤�£
�³¹³¹§ª©¹£
¢¤½r½{·�©ÊÃª§>�'«M�
� �S���Bü ü<g�<� ø ýKþ ������� � � X ⊂ P(V )

+ � � ���� ������� 	 �\���8�K��� d > 1
+ � � � �<��� � ��� 	 ��GI+S� (X, d) 6=

(Pn, 2)  K: � � ���<��� � � � � Z = vd(X) ⊂ P(SdV ) 	 �Ï��?���y � � )L	 � � q�� � � � �.��� V � � � � ���8� �6��	 � � �
∀ z ∈ Z Û�©8Ù�©0ª\« £ � 	 ��wa�\������+ � &�(�) � �µ)L	���� H

��� 	 GI+S� (Z ∩ H, z) ∼ A2

���
τ(vd(X))∗

�����T+ � ��8��+>��? ���� �������T��� vd(X)∗
�������I��� � � � ����� � 1  



U]b dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ÂJÊ<�·�½�³¹¢¤½�¡Àd¯Bª«{¡�¿¤½
¢¤½G±�·û ¤�£
�³¹³¹§ª©¹£
¢ªÈ�Ãª¶¤£
©LáI��2½ÍÆ'·�¢,³_º����¯B¢¤·2«G§ª¯�¯�³L©¹Æ'·�¢¤£"³L¢«�¡2¶¤�£
¿¤¥°¢r¬
vd(X) ⊂ P(SdV )

Â ì ª·2«[±KºÐ§>Ô��£
±"©¹³�¢ §ª·d«V£�§ª¯�¯B¢¤³L¢¤£3Æ'·�¢Õ½{© xd
¢®½
«[·���¯�ª©¹�«V´�¶¤�2¶¤£�§>³±�¢

vd(X)
§ª³L�£{½

|IIvd(X),xd | ' S2T ∗
xdvd(X) à Ãª�©¹£�¯I§>£�¢A¼d¢¤¥°¯�³¹¢ | =�ÇCA �8�>í����CâAÂSË	�µ±Kº�§ª·2«�£
¢¤½�«�¢®£{¥°¢¤½

³j§G½
¢¤ ®���±�¢@¢8�£
¥²¢#¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>³¹¢�¢®½
«�³¹¢¾½
À<½
«{¿¤¥°¢� ®�¥°¯�³¹¢¸«�±�¢1Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢®½�½
·�£
Txdvd(X)

Â Ò ��� 
½{©

v ∈ (Txdvd(X)) Û�©8Ù�©0ª\« £ È2©¹³B¢¸¼d©¹½�«�¢1·���¢1Æ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢ Q ∈ S2T ∗
xdvd(X)

±�¢1£{§ª��´
n− 1

Èd±�¶¤´ª¶¤��¶®£{¶¤¢
³¹¢Í³¹���´�±2¢U³j§,±�©L£{¢¤ ¸«�©L��

v
Â Ò ¢Î¯�³L·�½1©¹³Ó¢¤½
«" ®����'·�Æ<·2¢°½
©

(X, d) 6= (Pn, 2)
§ª³¹�£
½

σ(vd(X))
¢®½
«

����e±�¶®´�¶¤��¶®£{¶®¢ªÂ����µ¯B¢¤·2«�±2��� �§ª¯�¯�³L©¹Æ'·�¢®£�³¹¢�«�¡2¶¤�£
¿¤¥°¢ªÂ
2� �S���Bü ü<g�<� ø ÅKþ ������� � � X ⊂ P(V )

+ � � ���� �����=� )L� ��p������<�  � 	 �\���8�D��� d
+ � � � �z��� � ��� 	 �ÀGI+S�

(X, d) 6= (Pn, 2)  JBC� ��� � ���<��y � � Z = vd(X) ⊂ P(SdV ) 	 � d
?%y � � )L	 � � q�� � � � �W��� V � � � � ���8�#���

X  p!#	 � � � ∀ (z1, z2) ∈ (Z × Z) Û�©8Ù�©0ªt« £ ∃ H
��� 	 GI+A� (Z ∩H, z1) ∼ A1

���
(Z ∩H, z2) ∼ A1

���
σ(vd(X))∗

�����U+ � �@�8��+>��? ���� �������T��� vd(X)∗
�������I��� � � � ����� � 1  

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ���  ¤ª��½{©L±�¿¤£
¢
(z1 = xd, z2 = yd)

·���¢e¯I§ª©¹£
¢¦±�¢µ¯B�©L�'«{½Î´�¶¤��¶®£�§ª³L¢¦±�¢
Z ×

Z
Â�Fµ��«�£
���½GÆ'·�¢

T̂
(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0

Â { §>£G³j§$£
¿¤´�³L¢²±2¢�Å3¢¤©¹Ô2��©��²��R�Ô2«{©¹¢¤�«ÍÆ<·2¢,±Kº»·���¢�¯I§ª£�«
T̂

(2)
z2 vd(X) = xd−2 ◦ T̂

(2)
x X + xd−1 ◦ T̂xX

È2¢®«Ì±Kº�§ª·2«�£
¢�¯I§ª£�«
T̂z2Z = yd−1 ◦ T̂yX

ÂgÊd©
d > 2

§ª³¹�£
½
 ¤¢¸«{«{¢�±2¢¤½{ ®£{©L¯2«�©L��¦©¹¥°¯�³¹©LÆ<·2¢

T̂
(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0

ÂLÊd©
d = 2

§ª³¹�£
½�©¹³L¢ §ª·2«�½{·�¯2¯��½
¢¤£�Æ'·�¢
x /∈ T̂yX¢®«

y /∈ T̂xX
¥²§ª©¹½Ì ¤¢¤ ®©V¢¤½
«�Ãª¶¤£{©ÊáI¶"±�¿¤½�Æ'·�¢

X 6= Pn
Â
2� �S���Bü ü<g�<� ø éVþ �������

X ⊂ P(V )
���

Y ⊂ P(W )
����+�w ���� ��������� 	 �\���8���  ^BC� ��+ )>) �8�8� X 6= PN ����J� � ��� � ���<��y � � 	��M���� �����=� Z = Seg(X×Y ) ⊂ P(V ⊗W ) �1)L� �I��+����W���^����q � �  �S� σ(X)

����� � � �����q�� � � � ���.��+ 9 ��� � Y 6= Pn ��	 � � � ∀ (z1, z2) ∈ (Z × Z) Û�©8Ù�©0ªt« £ ∃ H
�=� 	 GI+S� (Z ∩H, z1) ∼ A1���

(Z ∩H, z2) ∼ A1

���^��� )L	 +Â� σ(X × Y )∗
�����U+ � �5�8��+>��? ���� �����=�T��� X∗

���H���I��� � � � ����� � 1  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ,Á ¤©�¢¤�� ®�£{¢���¨Ã�¢®·2«�¥°��«�£
¢¤£ÕÆ<·2¢ T̂

(2)
z1 Z ∩ T̂z2Z = 0

Â { �·�£r ¤¢®³j§�ª�,¶¤ ®£{©L«
z1 =

x⊗y
¢®«

z2 = w⊗u
Â ���"�Ô2«�©L¢¤�«V±Kº»·���¢i¯I§>£
«

T̂
(2)
z1 Z = T̂

(2)
x ⊗y+x⊗T̂

(2)
y Y +T̂xX⊗T̂yY

¢¸«V±Kº�§ª·2«�£
¢
¯I§ª£�«

T̂z2Z = T̂wX ⊗ u + w⊗ T̂uY
ÂIËÌ�¥°¥°¢¾���§G½
·�¯�¯B�½{¶

(z1, z2)
´�¶¤��¶®£�§ª³!���§GÆ'·�¢

y 6= v
¢®«

x 6= u
Â Ò ��� 

T̂
(2)
z1 X∩ T̂z2X = 0

½{©I¢¸«r½
¢¤·�³L¢¤¥°¢¤�«	½{©
(T̂xX⊗ T̂yY )∩(T̂wX⊗u+w⊗ T̂uY ) = 0

Â
��£

X 6= Pn
©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢6Æ'·�¢

u /∈ T̂xX
Â Ò ¢�¯2³¹·�½

σ(X)
��ª�²±�¶®´�¶¤�2¶¤£{¶®¢�©L¥²¯2³¹©¹Æ'·�¢

T̂xX∩ T̂uX = 0
Â

ËÌ¢¾Æ'·�©B¯�£
�·2Ã�¢�³j§"¯�£{¢®¥²©L¿¤£
¢�¯I§>£
«�©L¢�±�·¨ ®�£{�³L³j§ª©L£{¢>Â>Ëi�2áI�,½
©Bª�,½{·�¯2¯��½
¢
Y 6= Pm §ª³L�£{½

v /∈ T̂yY¢®«�³L¢1£{¶¤½
·�³L«�§>«�½{·2©L«ÉÂ
2

Ð�¶®½{·�¥°���½¾³¹¢¤½�£{¶®½{·�³Ê«x§>«{½¾±�¢Í ¤¢Í x¡�§ª¯�©L«{£{¢>ÂK���.½
·�¯�¯B�½{¢
X ⊂ P(V )

¢¤½�«1·���¢�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶�³¹©¹½
½{¢>È
x¢¤½�«�·��µ¯B�©L�'«�´ª¶¤��¶®£�§ª³3±�¢

X
È
v
·��¦Ã�¢® ®«{¢¤·�£�´�¶¤��¶®£{©LÆ<·2¢�±2¢

TxX
È�¢¸«

δX∗ = δσ(X) = 0
È

∃ q ∈ Ann(v)
±�¢�£�§>��´

n− 1
⇓

∃ H
«�§ª��´�¢®�«¾¬

x«{¢¤³3Æ'·�¢
(X ∩H, x) ∼ A2

⇓
V an(X) 6= ∅

∃ q ∈ Ann(v)
±2¢�£{§ª��´

n− 1
⇓

τ(X)∗
¢®½
«�±�¢" ¤<±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�

1±I§ª��½
X∗

⇓
X∗ÛµÇ·�0��×t� ¢¤½
«�±�¢" ®d±�©L¥²¢®��½{©L�� 1

±I§ª�2½
X∗



bpo½ô��
j\¿�nAs1¾�j��ps1¾�$Ln
σ(X)∗

Uiô

∀ (x, y) ∈ (X ×X) ´ª¶¤��¶®£�§ª³
T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅

⇓
∃ H

«x§ª�2´�¢¤�«�¬
x
¢®«

y«{¢¤³3Æ'·�¢
(X ∩H, x) ∼ A1¢®«

(X ∩H, y) ∼ A1

∀ (x, y) ∈ (X ×X) ´�¶®��¶¤£{§ª³
T̃

(2)
x X ∩ T̃yX = ∅

⇓
σ(X)∗

¢¤½
«�±�¢" ®d±�©L¥²¢®��½{©L��
1±I§ª�2½

X∗

⇓
X∗ÛµÇ Ù%����� ¢¤½�«�±2¢� ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹�� 1

±I§>��½
X∗

¬,ø<ù®g��¯�ðVø ý3þLýKþ�X�þ v*	i� �����8� � �^���T���
� &1��) ��� � �MGI+A� 	 � � �IGI+S� 	�� ���I��� � � � ����� � ����� � ���8�[�cq ����� ��� �
	�� �����z+ � �<��� � q�� � � ����	 �x����� 	�� ��+'� ���� ���OÆ X∗×LØÚÙ�Û �����5+ � �6�8��+>��? ���� �����=�O���x���I��� � � � ����� � 1

� ��� �
X∗

GI+�� �i$ ����� )1� �.� �*� �%��+S���<� 9 	 �  3òU� �0¦5��� �X	 � � �IGI+A� 	�� ��� � � � ����� � ����� � ���8�[�'q �%��� ��� � � ��� �z��� � �q�� � � � �<GI+S� � � � �]GI+A� σ(X)
�8����� � � � ����q�� � � � ���^����GI+ $ � 	 ��wa�\�����^�����^GI+ � � � �<GI+A���U��� ����� q n−1

� ��� �
Ann(v) �#	 � � �IGI+S� v

�����	q�� � � � �<GI+S�  5: �����X� � )L	 �<GI+A��GI+A� τ(X)∗
�����5+ � �x��� � ) �8� ��� ���E��� X∗×LØÚÙ�Û������� � � � ����� � � � wa� � ��	 �  @BC� � $ � �<�=� � � � +Â�����5§����±GI+A�

T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅ � ���
��� � � σ(X)∗����� � +Â�����5+ � �R��� � ) �8� ��� ������� X∗×¹ØÚÙ�Û ���À��� � � � ����� � � � wa� � ��	 �  Cò^� / � σ(X) � � � ����q�� � � � ���� � )L	 �<GI+A� �Z)1���T	 ��� & ��� � y � �����b��+ 	 �=� � ?�� ��� �8� �1� GI+S� τ(X) 6= σ(X) � ��� � � 	 ��� ���� �����=��� τ(X)∗���

σ(X)∗
�8� � �^����+�w���� � ) �8� ��� �����T���\�8���<� � ���=���M��� X∗×¹ØÚÙ�Û  

� ðVø� -���0�]� ÅKþ ! ?��<?%� � � � q�� � � ����	l� � � ���I��� � � � ����� �R� ���8�[�}q ����� ��� � X∗×LØÚÙ�Û = τ(X)∗ ∪ σ(X)∗
ÿ

äÎåM� ��î¤õ ñ�ê¦ð3î���ê¦ð���ñ
σ(X)∗

{ �·2£[ ®��� ®³¹·�£
¢Õ ®¢	 x¡I§ª¯�©Ê«�£{¢	��"¯�£
�¯B�½{¢	·���¢	£
¢¤³¹¢® ®«{·�£{¢	±�¢®½[£
¶¤½
·�³L«�§>«�½VÆ'·�¢	³)º»��1Ã<©¹¢¤�«[±Kº»¶®«�§ªÔ�³¹©L£¤È
 ¤ª�� ¤¢®£{�I§ª�«

σ(X)∗
È�¢®�$½®ºÐ§QÌ�£�§>�� x¡�©¹½
½�§ª�«�±�¢"³)º»¡À<¯�ª«{¡�¿¤½
¢

δX∗ = 0
Â

Þ��·2½�§ÉÃª���½� É§ª³L ¤·�³L¶�¯�£
¶¤ ¤¶®±�¢¤¥°¥°¢¤�«�³j§G½{¢® ¤��2±�¢@¢8�£{¥°¢#¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢�±�¢
σ(X)

È2½{�·�½�³_º�¡ÀÇ
¯Bª«�¡�¿®½{¢

δσ(X) = 0
È2¢¤�e·��µ¯B�©L�'«�´ª¶¤��¶®£�§ª³

z = [x̂ + ŷ] = x + y
�

IIσ(X),x+y = IIX,x + IIX,y.Ëi�°«{�·2«{¢�´�¶¤��¶®£�§ª³L©L«{¶6³¹¢�£{§ª��´"¥¨§ ¼2©L¥G·�¥ ±Kº»·���¢�Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢�±�¢
|IIσ(X),x+y|

¢®½
«
2(n−δX∗)

Â Ò ª�� 
³j§G±2©¹¥°¢¤��½
©¹��¦§>«
«�¢®��±�·�¢�±�¢

σ(X)∗
¢¤½�«

2n− 2δX∗ + codim(σ(X))− 1
Â

{ �·2£�³¹§U½{·�©Ê«�¢1±�¶¸áI��©¹½
½{��2½�·��2¢��2ª«�©L��¦±�¢"±�¶-¢ §ª·d«4�
���>�J�"�0�8�<�L� ýKþtÅ3þ ÿIþ �������

δσ∗ 	�� GI+ ��� �z����� �
δσ∗ = 2n− 2δX∗ + codim(σ(X))− 1−

��� � (σ(X)∗).

BC� ��� ��� GI+ $ + � � ���� �����=� X ⊂ P(V ) � ��� 	�	 �
GI+A� δσ(X) = 0 � ����� δσ∗

?���� , �����<�  � � ��� δσ∗ > 0  
� ©¹¢®� Æ<·!º�·�� «x§>�'«Î½
�©L«G¯�¢®· §ª£�«�©ÊáI ¤©L¢¤³¹³L¢² ®¢®«
«�¢¦±�¶®á���©L«{©¹��R��ª·�½U½{¢®£�§ ±Kº�·2� ©L�'«{¶¤£�Ñ®«Î¯�£{§>«�©LÆ<·2¢

¯�·�©L½{Æ'·�¢�§fáI�G±�¢6 ®³j§ª½
½{©ÊáI¢¤£Ó³¹¢¤½[Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½Ö¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½
X
«�¢®³¹³L¢¤½[Æ<·2¢

X∗ ½{ª©L«Ó·���¢6¡À<¯�¢®£{½
·�£�¢ §ª ®¢����£kÇ¥²§ª³¹¢>È¤���·2½Ó§>³¹³¹ª��½!±I§>��½V·���¯2£{¢¤¥°©¹¢®£!«�¢®¥²¯2½3¶®«�·2±�©¹¢®£3³¹¢¤½3Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½3¯Bª«�¢®�«�©¹¢®³¹³L¢¤¥°¢¤�«
δσ∗

ÇÁ±2¶-¢8¢¤ ¸«�©ÊÃ�¢¤½®Â



U:U dYegfihLjlk8m�nDbporqJjtsgu
(X∗) &

qWj\s1u
(X ∩H)

¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþtÅ3þ ÿIþT¡ ��� ��+ � ��� �<��� 	 �D��� 23 .:Z& � ��� �<� � �
��� :¨ �: � 	 � 9 � � ��� �#ù�:Z& ? : �Wö1ü>ü�ñ�ý �T	��
� ���<��� � ���

k
? ,-� � 9 	 � � � � �X��� , �����<�  �K�����7���0/ � ��� ) ��+ � + � � ���� ������� )L� ��p������<�  �  7: ���<�=� � ���z��� � �����

	�� ��+�� ���� �=� � ·2��¢1Ãª§>£{©¹¶¸«�¶1¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©ÊÃ�¢ X
ÈI¢¤½�«

k
ÇÁ±2¶-¢8¢¤ ¸«�©ÊÃ�¢ªÈI½
©3·��e¡'À<¯B¢¤£
¯�³j§ª�e´�¶®��¶¤£{§ª³K«x§ª�2´�¢¤�«�¢¤�

(k + 1)
¯B�©L�'«{½¾¢®��¯B�½
©L«�©L��$´ª¶¤��¶®£�§ª³L¢ªÈK§,·2��³¹©¹¢®·.±�¢U ®��«x§ª ¸« à�� Sing(X ∩ H)

â�±2¢U±�©¹¥°¢¤��½
©¹��
½
«{£{©L ®«�¢®¥²¢®�«1¯�ª½{©L«{©LÃª¢  W! +  +º��� � ��� � �K� ��	 ��+ 	 ��� 	�� ��� � � � ����� � ���

σ(X)∗ � � 	 �����#� 	�� � � GI+A�
���� � ��+ )>) �8�8� δX∗ = 0
���

δσ(X) = 0 �;	 ��� ���� �����=��� 1
?���� , �����z�  ���@�8� � � 	 ��� ���� ��������� δσ∗

?���� , �����<�  ���  
2 �H� & ��� � y � �Hñ  ñ±��� ù�:Z& ? : �Jö1ü>ü�ñ�ý � ����+ � ��GI+A�T��� 	��x���� �������H�����T�8��� ��� �����H��� X

�����X��� , �����<�  �
��	 � � � X

�����
1
?���� , �����z�  �  ¨òU�D)1��� �z����+ 	 ��� � ��� 	�� � � )L	 �<GI+S�EGI+A� σ(X)∗

�8� �%� ���x���I��� � � � ����� �Ó� +� ��� � � 2
� ��� � 	��T���� �������Y��+ ��	 �  ZBC�x� ��� ) �=� ��	 � � � 	�� ��� �A � � �z��� � ��+'� ���� ���	½{© δσ(X) 6= 0

§ª³¹�£
½
X½{¢®£�§²§ª·�½{½
©V ¤���½
©¹±�¶®£{¶®¢� ®�¥²¥°¢

δσ∗

ÇÁ±�¶�¢8¢¤ ®«{©LÃª¢  Z24$ ��w'� � )L	 �TGI+'�J��+���� � � � � � �
GI+S� 	%$ � �E) ��+�� �� ��� �
δσ(X) > 0

���
δσ∗ > 0  ÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ýKþtÅ3þ ÿIþ �������

X = Pk1 × Pk2 ⊂ P(k1+1)(k2+1)−1 �X	���)L� ��p������<�  �\� � �z��� � ��� 	��x���� ������������ � � � � �������M���M� � � 	�	 � (k1 + 1)× (k2 + 1)
���C��� ����� q 1  ^BC� ��+ )>) �8�8� k1 ≥ k2 � ���TGI+��U��� �A� �

δX∗ = k1 − k2  W! � � ���7� � � $ � �<�=� � � ��� ���Y§ �� ��� � σ(X)∗
���O���I��� � � � ����� � 2(k1 − k2) + 2

� ��� �
P(V ∗)  12[�@���� �����=� X∗

� $ �<��� � �<� /C� �L� �<+ � � 	�	 � � � � �[§ 	��@���� �����=�F����� � � � � �������F��� ����� q � + )L	 +>� k2 ����3��� �E°�� � σ(X)∗
� $ �<��� � �<� /C�#§ 	������� �������5����� � � � � �������5��� �%��� q � + )L	 +Â� k2−1  3:T$ �����J§6��� � �

σ(X)∗
����� � ���<��� �� ��� 	 � 	 ����+K��������� � �8�7����� k2×k2

� � � ��+ � �  Z: ���<��� ���� �����=�Y�����W���#���I��� � � � ����� �
1+2(k1−k2+1)  pBC��� ��� � � 9 ��� � GI+A� codimP(V ∗)σ(X)∗ = 1+2(k1−k2+1) < 2(k1−k2)+2  
ØU	 +Â� )L� �����\�8� � � � � � ��+>� �� � � � δσ∗ = 1  ¬,ø<ù®g��¯�ðVø ýKþ\ÅKþLýKþ 2 �H� � � σ(X) = P(V )

�����U+ � � � +�� � �.� � �H��Õ X
�����

δσ∗

?���� , �����<�  �  Þ�ª«{£{¢" ¤£
©L«{¿¤£{¢ à ¯�£{ª¯��½
©L«{©¹�� _ Â _ Â �'âÌ±�¢¸Ãd©L¢¤�«�§ª³¹ª£{½¤È
�M���+ú3�L ������0�]�0ý3þtÅKþ ÿIþ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� �����=� )L� ��p������<�  � 	 �\���8� � ��� 	�	 �4GI+A� δσ(X) = 0  �������

(x, y)
+ � ����+ )L	 �Eq�� � � ����	 ��� ) ��� � ���T��� X

���X� � ��+ )>) �8�8� T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅  i!#	 � � � δσ∗ = 0  ÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ýKþ\ÅKþLýKþ �������

X = Pk1 × · · · × Pkr �� ��� k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr � r ≥ 3
��� � ���=� � � )1���

∇ 	��E���� �������
��+ ��	 � X∗ ) ��+ � ��+'� 8� � 	 ��� � ��� � �<��� � �
��� ù>s ? + ñ>ú>ú*t�ý  ¡ ��� � 	 ��+ � ������� � ) �8�����<��� ����
∇ Ù����%� �| g �s � ( � ��� ��� !M �+ � 	 �  � � � ê�( � � � � �I��+'�\�8� � �X+ � �O��� � ) �8� ��� �=� ��)>) � 	 ��� ∇ Ù������ (∅)  Jv�	� $ � q����"����� � + 	 �<� � � � � ������� A ∈ ∇ �Z���A� + 	 ����� )1���C	%$ &�(*) � � ������� � � � �L��� � � ���p�=� 	�	 ���XGI+ $ � 	 ��wa�\���=�X����+�w

) ��� � ���K���\���z� � ����� (x, y) ∈ (X × X) Û�©8Ù�©0ª\« £ ��� 	 �KGI+A� (A, x) = (A, y) = 0  ¨òU� � $ � +�� � ���.��� � � ���
∇ Ù%����� (∅) = σ(X)∗  ;2 �6� & ��� � y � � ³ ü  ø÷ ¶±��� ù>s ? + ñ>ú>ú*t�ýK�����5GI+A� 	�� ��� � ) �8� ��� ��� ∇ Ù%����� (∅) ���
	%$ &�(�) � � ������� � � � �L��� �4�����5���x���I��� � � � ����� � 1

� ��� � ∇ ��y��OGI+A�
X 6= P1 × P1 × P1, P2 × P2 ×

P1, P2 × P1 × P1  �S� 	%$ � �´� ����+ )>) �8�8� )L	 +Â� k1 ≤ k2 + · · · + kr ³ �  �  � � � $ � +���� � �\�8� δX∗ 6= 0
¶ �T��	 � � ��+ � �

� � ��) � � �z��� � ��� 	��C)L� ��+  �X��+K��� � � 	�	�� � � ��¡K� � )L	 �<GI+A� �Â) ��+ � r > 3 � GI+A� σ(X)∗
�����"���7���I��� � � � ����� �

1 + min(0, k1 −
∑r

i=2 ki)
� ��� � X∗  CBC�R� ��� � ��+  �
GI+A� 	 ��� � � r = 3

����� 	 �@�8��+ 	 ��+Â�8��� ) �<� 9 	 �T���
)L� ���8� � �=� � ������� � �M��� ���� �����=��� δσ∗

?���� , �����<�  ���  
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{ �·2£"á���©¹£®ÈK���·�½" ®³j§ª½
½{©Lá����½1³¹¢®½1±�©¹½
 ¤£
©¹¥°©¹�I§ª�«{½
∆G/P

¯B�·�£1³L¢¤½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½1¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½¤È3½{ª·�½
·��e´�£{ª·�¯�¢"±�¢�Å3©¹¢1½
¢¤¥°©ÊÇÁ½
©¹¥°¯�³¹¢>ÈdÆ'·�©V ®�£{£
¢¤½{¯B���±2¢¤�«�¬Î±�¢®½�¡À<¯�¢®£{½
·�£�¢ §ª ®¢¤½�½
©¹��´ª·�³¹©L¿¤£{¢®½6¢¤�µ ¤<±�©ÊÇ
¥°¢¤��½
©¹��

2
Â

{ �·2£�ªÔ2«�¢®��©¹£6 ®¢"£{¶¤½
·�³L«�§>«ÉÈd���·�½�¶¸«�·�±�©L���½�³L¢¤½ÌÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½�¯��·2£�·��¦´�£{�·2¯�¢1±�¢"Å3©L¢
½{©L¥²¯2³¹¢"Æ'·�©Ó½
��«�¯Bª«�¢®�«�©¹¢®³¹³L¢¤¥°¢¤�«

δσ∗

Ç�±�¶-¢8¢® ®«{©LÃ�¢®½¤Â]Ëi�.¢-Ì�¢®«¤È�³L�£{½
Æ<·2¢
X∗

¢¤½
«�·���¢Í¡À<¯B¢¤£{½
·�£�¢ §> ¤¢
¢®«

δσ∗ = 0
È���ª·�½�§ÉÃ�ª��½�Ã<·.Æ'·�¢

σ(X)∗
¶®«�§ª©L«�±�¢Í ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹��

1
±�§ª��½

X∗
Â!ËÌ¢® ¤©Ó¢¤�«�£{§/.j��¢�Æ'·�¢

X∗
¢¤½�«²½
©¹��´ª·�³¹©L¿¤£{¢¨¢¤�  ¤<±�©¹¥°¢¤��½
©¹��

1
ÂiÅ3�£{½
Æ'·�¢µ�2�·�½°§ÉÃ����½Î·��2¢e¯2£{¢¤¥°©¹¿®£{¢�³L©¹½
«{¢�±�¢�Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½

¯Bª«�¢®�'«{©¹¢®³¹³¹¢®¥²¢®�«
δσ∗

Ç�±�¶-¢8¢® ®«{©LÃ�¢®½¤È+���·2½¾§ª¯2¯�³¹©LÆ<·2���½�·��e ¤£{©Ê«�¿®£{¢�±V;$¬¿aÌÂL�K§�Ä�¯B�·�£�§>ß°��¢®£���ª«�£
¢
³¹©L½
«{¢²¢¸«U§ª·�½
½{©Õ³)º»¶®«{¢¤��±�£
¢,§ª·û É§ª½�±�¢¤½G´ª£{�·�¯B¢¤½�½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢¤½®ÂV���0½{¢¨£�§ª¥°¿¤��¢²§ª³L�£{½�¬µ·��2¢,³¹©L½
«�¢
±�¢�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�·I§>³¹¢¤½

X∗
Æ'·�¢ ³_º��� ½{§ª©L«�Ñ¸«�£
¢�½
©¹��´ª·�³¹©L¿¤£{¢®½,¢¤�  ®d±�©L¥²¢®��½{©L��

2
Â�ËÌ¢�Æ'·�©1¯B¢¤£
¥²¢¸«

±�¢e¯�£{ª·2Ã�¢®£²³¹§� ®³j§ª½
½{©Lá� É§>«{©¹��KÂ { �·�£° ¤ª¥²¯�³L¶®«{¢¤£U ¤¢¸«{«{¢$ ¤³¹§ª½{½
©LáI ¤§>«�©L�� ���·�½Î«�£{§ª©L«{���½U¢®� áI� ±�¢
 x¡I§ª¯2©L«�£
¢�³¹¢6 ¤§ª½	±�¢¤½	Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½i¡��¥°�´�¿®��¢¤½	±���«Õ³j§¾Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶�±�·I§>³¹¢�¢¤½�«Õ±�¶-¢8¢® ®«�©ÊÃ�¢>Â2���Î�Ô2«{©¹¢®�'«r§ª³L�£{½
³j§" ¤³¹§ª½{½
©LáI ¤§>«�©L��Î±�¢¤½ÕÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½	¡��¥°�´�¿¤�2¢¤½Õ¯��·2£r·��²´�£{ª·�¯�¢�±�¢�Å3©¹¢�½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢6±�ª�'«r³j§1Ã>§ª£{©L¶®«{¶
±�·I§>³¹¢1¢¤½�«����£{¥²§ª³L¢ªÂ

�²å¤æ ��î¤õ ñ�ê¦ð3î���ê ��ñ
σ(G/P )∗

ó6��À,ë
G

�"ë@��À�ó�ñµ��ñZÁ�î®ñ ð3î¤õ ó¦í¸ñ
Ò §ª��½�·2�,¯�£{¢®¥²©L¢¤£Õ«�¢¤¥°¯�½6�2�·�½ÌÃª�·�³¹ª��½Ì ®³j§ª½
½{©Lá�¢¤£Ì³L¢¤½ÌÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½r¡��¥°�´�¿®��¢¤½6¯B�·�£r·���´�£
�·�¯B¢

±�¢�Å3©¹¢�½{©L¥²¯2³¹¢�Æ'·�©+��¢�½�§>«{©¹½�¢8ª�'«Õ¯I§>½Õ³L¢¤½	¡À<¯�ª«{¡�¿¤½
¢¤½6±2¢�³¹§"¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L�� _ Â�ã2Ât�ªÂ�Êd�©L«
G
·��¨´�£
�·�¯B¢

±�¢"Å3©¹¢1½
©¹¥°¯�³¹¢�¢®«
Vλ

·��2¢1£{¢¤¯2£{¶¤½
¢¤�«x§f«�©¹ª�µ©L£{£{¶®±�·� ¸«�©¹Ô2³¹¢¾±2¢�¯2³¹·�½�¡I§>·2«�¯�ª©¹±�½
λ
Â+���¦¯�¢®·2«� x¡��©L½{©L£

 ¤ª¥²¥°¢�¯I§ª©L£{¢�´�¶¤��¶®£�§ª³L¢1±�¢1¯B�©¹�«�½Ì³¹¢� ®�·�¯�³L¢
(vλ, vµ)

È�aï
vλ

¢®½
«�³¹¢¾Ãª¢¤ ¸«�¢¤·2£�±2¢1¯�³¹·�½�¡�§ª·2«�¯B�©¹±2½
±�¢"³j§G£
¢¤¯�£
¶¤½
¢¤�«x§>«{��$¢¸«

vµ

³L¢¾Ã�¢® ®«�¢®·�£¾±2¢�¯2³¹·�½�ÔI§>½�¯B�©L±�½¤Â
Åiº�¡À<¯�>«�¡�¿®½{¢

T̃
(2)
x X ∩ T̃yX = ∅

È�¶®Æ'·�©LÃ>§ª·2«�¬
g(2)vλ ∩ gvµ = 0

Â�Þ��·�½�§ª³L³¹��2½r«�£{§ª±�·�©L£{¢� ®¢®«
«�¢
¯�£
�¯�£{©L¶®«{¶�¢®�,·���¢�£{¢¤³¹§>«�©L��Î½{·�£r³¹¢®½r¯B�©¹±2½

λ
¢®«

µ
È'¢®«r³¹¢®½r£{§ª ¤©L��¢¤½

α
È'±�¢¾³_ºÐ§>³¹´�¿®Ô�£{¢�±�¢¾Å3©¹¢

g
Â<Þ�ª«{£{¢

Ã>§ª£{©L¶®«{¶
X
¢¤½
«�³_º��£
Ô�©L«{¢¾±�¢

vλ

Ãª¢¤ ¸«�¢¤·2£�±�¢"¯�³L·�½6¡I§>·2«�¯�ª©¹±�½�¯B�·�£�³L¢
G
ÇÁ¥°d±�·2³¹¢

Vλ

ÂAËi�µ±!ºÐ§ª·d«�£{¢®½
«�¢®£{¥°¢¤½	©¹³2¢¸¼d©¹½�«�¢�·��°½{�·�½kÇÁ´�£
�·�¯B¢

P ⊂ G
Èª±�©L«	¯I§>£�§ªÔB�³¹©LÆ'·�¢ à ±�ª�'«	³¹§1±�¶®áI�2©L«�©L��Î¢¤½�«Y� P  ¤��«{©¹¢¤�«

� `



U]c d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

·���½
�·�½�Ç�´�£{ª·�¯�¢Í±�¢ � �£
¢¤³CâAÈB«{¢¤³ÓÆ<·2¢
X = G/P = G.[vλ] ⊂ P(Vλ)

ÂKÞ�>«����½
V(ρ) ⊂ V

³¹¢G½
�·�½
¢¤½
¯I§ª ®¢�¯�£{ª¯��£
¢�§ª½
½{< ¤©L¶�§ª·²¯��©L±�½

ρ
¢®«6±2¶¤½{©L´�����2½Ì¯I§ª£

R+

³)º»¢¤�2½{¢¤¥ÍÔ�³¹¢�±�¢¤½r£�§ª ®©¹��¢®½Ì¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½r±�¢
g
Â
���$§Î§ª³L�£{½®È

g(2)vλ ⊂ vλ ⊕ (⊕α∈R+V(λ−α))⊕ (⊕α,β∈R+V(λ−α−β)),¢®«¤È

gvµ ⊂ vµ ⊕ (⊕γ∈R+V(µ+γ)).Þ�>«�£{¢" ®���±�©Ê«�©¹ª�
g(2)vλ ∩ gvµ = 0

¢¤½�«�±���� 1Ã�¶®£{©ÊáI¶¤¢"³¹ª£{½{Æ'·�¢>È

λ− α− β 6= µ + γ, ∀α, β, γ ∈ R+.
Þ�ª·�½�§ª³L³¹��2½� x¡�¢®£{ x¡�¢®£"¬¨±�¶¸«�¢¤£
¥²©L��¢¤£�¯B�·�£¾Æ'·�¢®³¹³L¢¤½¾£
¢¤¯�£
¶¤½
¢¤�«x§>«{©¹��2½�³)º»©¹��¶®´§ª³L©L«�¶¾¯�£{¶® ¤¶¤±2¢¤�«�¢Î¢¤½�«
¢ §ª·�½
½{¢>Â<Ë¾º�¢®½
«Ì¬�±�©¹£
¢�Æ<·2¢��2�·�½Õ§ª³¹³L���½Ó£{¶¤½
�·�±�£
¢ªÈ¯B�·�£ «{�·2«	´�£
�·�¯B¢�±�¢�ÅV©L¢6½{©L¥²¯2³¹¢

G
È�³_º�¶®Æ<·�§>«�©L��

λ− α− β = µ + γ, α, β, γ ∈ R+.Ëi�µ�2ª«x§ª�«�¯I§ª£
w0

³)º»©¹�Ãª�³¹·2«{©¹��¨Æ<·2©K«�£�§>��½�¢8�£
¥²¢
R+

¢®�
R−

��e�Ô2«{©¹¢®�'«4�

λ− w0(λ) = α + β + γ à ã2Â�� â
ËÌ�¥°¥²¢²©¹³	¢¤� §$¶¸«�¶E¢ §>©L«�³j§µ£
¢¤¥²§ª£{Æ'·�¢²±I§ª��½ | ËÌ¡ _ �a� ã��)ÈÓ³j§e£{¶¤½
�³¹·d«�©¹ª�û±�¢,³_º�¶®Æ'·I§>«�©L�� λ −

w0(λ) = α + β
¯B¢¤£
¥²¢¸«¦±�¢�£{¢¸«�£{ª·2Ã�¢®£e³¹§û ¤³¹§ª½{½
©LáI ¤§>«�©L�� ±�¢®½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�¡��¥°�´�¿¤�2¢¤½�¯B�·�£,·��

´�£
�·�¯B¢.±�¢ Å3©¹¢µ½{©¹¥°¯�³L¢$±���«�³¹§�Ã>§ª£{©L¶®«{¶.±�¢¤½�½
¶¤ ¤§ª�«�¢¤½¦¢®½
«¦±�¶®´�¶¤��¶®£{¶®¢ à  -¢kÂr³¹¢.£
¶¤½{·2³L«x§f«�±�¢6A�ÂÏ"§ Ä
© | Ï�§��8���a���jâ¸ÂpËi��½{·�©ÊÃª§>�'«"³L¢¤½"��ª«�§>«�©L���½1±�¢ | � �·º�8�a�aî��i���·2½Í§ª³L³¹��2½�±�©¹½
 ¤·2«{¢¤£�§ª·  É§>½�¯I§>£
 É§>½Ì³¹¢®½Ì½
�³¹·2«{©¹��2½r±�¢ à ã2Â�� âAÂdÅiº»¢¤½
¯I§ª ¤¢�Ã�¢¤ ¸«��£
©¹¢®³!£{¶®¢¤³B½{·�£r³¹¢®Æ<·2¢¤³!¢®½
«Ì±�¶®áI�2©!³¹¢�½
À<½�«�¿¤¥°¢�±�¢�£�§ª ®©¹��¢®½½{¢®£�§Î��ª«{¶

V
¢¸«�¥Í·���©K±Kº»·���¢�ÔI§ª½
¢"�£
«{¡�����£
¥²¶®¢

(εi)
¯��·2£�·��µ¯2£{<±�·�©L«6½{ É§>³j§ª©L£{¢

(, )
Â { �·�£�«�ª·2«

¶¤³L¶¤¥°¢¤�«°±�¢
v ∈ V

È «{¢¤³�Æ'·�¢
v =

∑ ��Ø�È (V )
i=1 aiεi

±I§ª��½Î³¹§ Ô�§ª½{¢e�£
«{¡����ª£{¥°¶¤¢ªÈiª� ±�¶¸áI��©Ê«²·2��¢
���£
¥²¢"½
·�£

V
±�¢�³j§U¥²§ª��©L¿¤£{¢1½
·�©LÃ>§ª�«{¢

||v|| =
∑ ��Ø�È (V )

i=1 |ai|
ÂBËÌ�¥°¥°¢1���·�½�³¹¢�Ãª¢¤£{£
���½�±I§ª��½�³¹¢®½

 É§>³¹ ¤·2³¹½¾Æ'·�©Ó½{·�©ÊÃ�¢®�'«" ®¢®«
«�¢G��ª£{¥°¢Í½{¢Í ¤�¥°¯�ª£
«�¢Í§ª±�±�©Ê«�©ÊÃ�¢¤¥°¢¤�«	ÉkÔ�©L¢¤�2Ê�³L�£{½
Æ<·!º���$ ¤���½
©¹±�¿®£{¢U±�¢®½
 ¤ª¥GÔ�©¹��§ª©¹½
���½6³L©¹��¶¤§ª©¹£
¢¤½6±�¢"¯B�©¹±2½C¢8���±I§ª¥°¢¤�«�§ª·d¼�Â
\cË3úiø

An���� ®���½
©¹±�¿®£{¢i³)º»¢¤½
¯I§ª ®¢	Ãª¢¤ ¸«��£
©¹¢¤³
V = Rn+1

¥G·���©�±!º�·��2¢ÕÔ�§ª½{¢i�£�«�¡�ª���£{¥°¶¤¢
εi, i = 1, ..., n + 1

Â
Å3¢¤½6£{§ª ¤©L��¢¤½Ì¯��½
©L«{©LÃ�¢®½Ì±�·�½�À<½
«�¿®¥²¢

An

½
��«�±�����2¶¤¢¤½�±�§ª��½
V
¯�§ª£Ì³L¢¤½ÌÃª¢¤ ®«{¢¤·�£
½

εi− εj

È
1 ≤ i <

j ≤ n + 1
Â+Å3¢¤½�¯B�©¹±2½C¢8���±I§ª¥°¢¤�«�§ª·d¼�½
��«

ωi = ε1 + ... + εi −
i

n + 1

n+1
∑

j=1

εi



ôpo�¸Ì�
j\¿�nAs1¾�j��psÅ$]n
σ(G/P )∗

h¨��Äim
G
u[m���Ä]hLn($]nÎÍijÉn�¾�jt¿Dhi¼�n U]Ã

¢®«
w0

³_º�©L�Ã��³L·2«�©L���½{·�£�³¹¢"½�Àd½�«�¿®¥²¢�±�¢�£{§ª ¤©L��¢¤½
R
¢®½
«�±�¶®áI�2©¹¢�¯I§ª£

w0(εi) = εn+2−i

Â����$�Ôd«�©¹¢®�«
±���2 

ωi − w0(ωi) = ε1 + ... + εi − εn+2−i − ...− εn+1

½{©
i ≤ n+1

2

¢¸«
ωn+1−i − w0(ωn+1−i) =

ωi − w0(ωi)
Â

��� §
||εi − εj|| = 2

ÈÓ¢¸«U½{©r��R½{·2¯�¯�ª½{¢�Æ'·�¢
α + β + γ

�Kº»¢¤½�«Î¯I§ª½G·��2¢,½{�¥°¥°¢¨±�¢,±2¢¤·d¼
£�§> ¤©¹�2¢¤½4�

||α + β + γ|| = 6.
Ò º�§ª·2«�£
¢�¯�§ª£
«¤È

||ωi − w0(ωi)|| = 2i.
ÅV§°£
¢¤½
«{£{©L ®«�©L���½{·2£�³¹§G���£
¥²¢1±�ª����¢� ¤�¥°¥²¢¾ É§ª��±2©¹±I§>«�¬U³¹§Î½
�³¹·d«�©¹ª��±�¢ à ã2Â�� â#�
λ = 3ω1

¢®«
λ = ωn

È
X = v3(P

n)
Â

λ = ω1 + ω2

¢®«
ωn−1 + ωn

È
X = F1,2(C

n+1)
Â

λ = ω1 + ωn−1

¢®«
ω2 + ωn

È
X = F1,n−1(C

n+1)
Â

λ = ω3

¢®«
λ = ωn−2

È
X = G(3, n + 1)

Â
,Á³����·2½Õ£
¢¤½�«�¢�¬�Ã�¶®£{©Lá�¢¤£iÆ'·�¢�¯�ª·�£  x¡I§ªÆ'·�¢

λ
 ®���½
©¹±�¶®£{¶ªÈª�Î§"Ô2©¹¢¤�

λ−w0(λ)
 ¤�¥°¥°¢Ì½{ª¥²¥°¢

±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½�¯B�½
©L«�©ÊÃ�¢®½¤Â
3ω1 − w0(3ω1) = 3ε1 − 3εn+1 = 3(ε1 − εn+1)

Â
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ε1 + ε2 − εn − 2εn+1 = 2(ε1 − εn+1) + ε2 − εn

Â
ω1 + ωn−1 − w0(ω1 + ωn−1) = 2(ε1 − εn+1) + ε2 − εn

Â
ω3 − w0(ω3) = ε1 + ε2 + ε3 − εn−1 − εn − εn+1 = ε1 − εn+1 + ε2 − εn + ε3 − εn−1

Â
���µ¯B¢¤·2«�±�ª�� "£{¶¤½
·�¥°¢¤£� ¤¢¸«{«�¢"¶¸«�·�±�¢�½{ª·�½F¢8�£{¥°¢1±�¢"¯�£{ª¯��½
©L«{©¹��D�

�M���+ú3�L ������0�]�´Å3þ ÿIþ ÿIþ �������
X = SLn+1/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � ���5�8��+>� 	 �}q � ��+ ) ���� 2 ��� SLn+1C
� ��� �5�8� �E)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	� �S�

X 6= Pn, G(2, n + 1), v2(P
n) ³µ���� ���������T��� � � 	�� �8��� ��� �=�H�����^����q�� � � � ��� ù þ � ñ>ú>ú>ú�ýµ¶���� �

X 6= v3(P
n), F1,2(C

n+1), F1,n−1(C
n+1), G(3, n + 1) �

��	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
\cË3úiø

Bn Ï n ≥ 2
���$ ¤ª��½{©L±�¿¤£
¢�¥²§ª©¹�«{¢¤�I§ª�«

V = Rn
ÂBÅV¢®½�£{§ª ¤©L��¢¤½�¯B�½{©Ê«�©ÊÃ�¢¤½�½{ª�'«�³¹¢®½

εi

¢¸«¾³L¢¤½
εi ± εj

È+¯��·2£
1 ≤ i < j ≤ n

Â+Å3¢¤½�¯B�©¹±�½C¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>·d¼¦½{ª�'«¤È

ωi = ε1 + ... + εi, i < n
¢®«

ωn =
1

2
(ε1 + ... + εn).
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Åiº�©L�Ã��³L·2«�©L��
w0

«�£�§>��½�¢8�£
¥²¢
εi

¢¤�
−εi

È[±Kº��ï0��ûªÔ2«�©L¢¤�«
ωi − w0(ωi) = 2ωi

Â Ë6§ª³L ¤·�³L���½�³¹¢®½
���£
¥²¢®½¤È
||εi|| = 1, ||εi ± εj|| = 2

ÈI±2��� 

||α + β + γ|| =















3
4
5
6¯I§ª£�§>©¹³¹³L¢¤·�£
½

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2i, i < n¢®«¤È

||ωn − w0(ωn)|| = n.Å3¢¨ x¡�ª©Ê¼�Æ'·�¢,���·2½U§ÉÃ����½T¢ §ª©L«�¯B�·�£Í³¹§µ��ª£{¥°¢ªÈV©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢ÎÆ<·2¢,½{©Õ³¹¢®½
ai

½
��«U±�¢¤½Í ¤���½�«x§ª�«{¢¤½
¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½�§ª³L�£{½

||
∑

i aiωi|| =
∑

i ai||ωi||
Â

Ò ©¹½�«�©L��´�·���2½�±�¢¤·d¼e ¤§ª½¤È
n > 6

¢¸«
n ≤ 6

Â

•n > 6

¥ ³L�£{½�³L¢¤½�¯�ª©¹±�½
λ
½
·�½{ ®¢¤¯2«{©¹Ô�³L¢¤½�±Kº Ñ®«�£
¢"½{�³L·2«�©L���½6±�¢ à ã2Ât��âÌ½{��«ÉÈ

λ = 2ω1, 3ω1

λ = ω1 + ω2

È
¢®«
λ = ω3

Â
 �¶®£{©Lá����½�½{©3 ®¢¤½�¯��©L±�½�½{ª�'«�½
�³¹·2«{©¹��2½6±�¢ à ã2Â�� â#�

2ω1−w0(2ω1) = 4ω1 = 4ε1

È2��¢�¯B¢¤·d«�¯I§ª½6½®º�¶® ¤£{©L£{¢� ®�¥°¥²¢�½{�¥°¥²¢�±�¢�«�£
�©¹½r£�§ª ®©¹��¢®½¤Èd±�¢�¥6Ñ¤¥°¢
3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ε1

��¢"¯�¢®·2«7Ñ®«{£{¢"½{�¥°¥°¢1±�¢1«�£{ª©¹½�£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 2ε1 + 2ε1 + 2ε2 = 4ε1 + 2ε2

È��2¢�¯B¢¤·d«�¯I§ª½XÑ®«{£{¢"¶¤´§>³3¬
³j§G½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω3−w0(ω3) = 2ω3 = 2ε1+2ε2+2ε3 = ε1+ε2+ε1+ε3+ε2+ε3

¢¤½
«Ó³j§�½
¢¤·�³L¢r½
�³¹·2«{©¹��1¯B�·�£
n > 6

Â

•n ≤ 6

{ �·2£
n = 6, 5, 4, 3

Èd³¹¢®½�½{¢¤·2³¹½� É§ª�2±�©¹±I§f«�½�½{ª�'«
λ = ω3

¢®«
λ = ωn

ÂÖÞ��·�½"Ã�¢¤�2���½G±�¢°Ã��©L£�Æ'·�¢
ω3 − w0(ω3)

¶®«x§>©L«�Ô�©¹¢®�û½{ª¥²¥°¢Î±�¢²«{£{�©L½
£�§> ¤©¹�2¢¤½�¯�ª½{©L«{©LÃª¢¤½¤È2£{¢¤´�§ª£{±�ª��½�¬Î¯2£{¶¤½
¢¤�«

ωn − w0(ωn)
È

ωn − w0(ωn) = ε1 + ... + εn =
{(ε1 + ε2) + (ε3 + ε4) + (ε5 + ε6),

½
©
n = 6

(ε1 + ε2) + (ε3 + ε4) + ε5,
½{©

n = 5



ôpo�¸Ì�
j\¿�nAs1¾�j��psÅ$]n
σ(G/P )∗

h¨��Äim
G
u[m���Ä]hLn($]nÎÍijÉn�¾�jt¿Dhi¼�n U]Ù

Å3�£{½
Æ<·2¢
n = 3

Èª·
n = 4

§ª³¹ª£{½
ωn−w0(ωn)

¢®½
«Ì½{�¥°¥²¢�±2¢¾±�¢®·d¼²£�§ª ®©¹��¢®½Õ¢¸«Ìª�¨½{¢�£�§ª¥°¿¤�2¢
¬U³j§Í ®³j§ª½
½{©ÊáI É§>«{©¹���±2¢¤½6Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½�±2��«�³j§ÍÃ>§ª£{©L¶®«{¶�±�¢¤½�½
¶¤ É§>�'«{¢¤½�¢¤½�«�±�¶¤´�¶®��¶¤£
¶¤¢>Â¨,Á³!¢¤�
Ã>§U±�¢"¥KÑ®¥²¢1¯B�·�£

n = 2
Â

¥ ³)º»©¹��½�«x§ª£6±2¢�³¹§G¯�£{ª¯��½
©L«{©¹��¦ã2Â���Â��"£{¶¤½
·�¥°���½� ¤¢"Æ'·�©V¯�£{¶® ¤¿®±�¢K�
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ_ÿIþLýKþ �������

X = SO2n+1/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � � ) ��+ �M	 �cq � ��+ ) ���� 2 ���@��� � )L	 � SO2n+1C

� ��� �5�8� �6)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	� �S�
X 6= Q2n−1, S3 = P3, S4, S5, v2(P

3), F1(Q
2n−1) ³µ���� �����=���T��� � � 	�� �8��� ��� ���
�����^����q�� � ��?

� ��� ù þ � ñ>ú>ú>ú�ýµ¶���� �
X 6= S6, S7, GQ(3, 2n + 1) �
��	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
\cË3úiø

Cn Ï n ≥ 3

,Á ¤©3³_º�¢®½{¯I§ª ®¢1Ã�¢¤ ¸«��£
©¹¢®³3 ¤���½
©¹±�¶®£{¶"¢¤½�«¾¢®�� ¤ª£{¢
V = Rn

ÂIÅ3¢¤½�£{§ª ¤©L��¢¤½�¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½�½
��«�³L¢¤½
2εi

¢¸«
³¹¢®½

εi ± εj

È
(i < j)

ÂIÅ3¢¤½�¯�ª©¹±�½C¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª·<¼¦½{��«

ωi = ε1 + ... + εi, (i ≤ n).

Åiº�©L�Ã��³L·2«�©L��
w0

¢¤½
« ³j§�¥KÑ®¥²¢ÕÆ'·�¢6¯B�·�£Ö³L¢Õ«ÁÀ<¯B¢
Bn

Èf¬¾½�§ÉÃ�ª©¹£
w0(εi) = −εi

Â Ò º»aï
ωi−w0(ωi) =

2ωi

Â�ÅV¢" ¤§ª³¹ ®·�³K±�¢®½���ª£{¥°¢¤½�±���2��¢
||2εi|| = 2

¢®«
||εi ± εj|| = 2

Â Ò ��2 

||α + β + γ|| = 6,

½{ª·�½�³)º»¡'À<¯Bª«�¡2¿¤½{¢"Æ'·�¢"³j§G½
�¥°¥²¢��!º�¢®½
«�¯I§ª½�¶®´§ª³¹¢�¬Î³¹§G½{�¥°¥°¢�±�¢"±�¢¤·<¼¦£�§ª ®©¹��¢®½¤Â Ò ºÐ§ª·d«�£{¢"¯I§>£
«ÉÈ

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2i.

{ §ª£Ó³¹¢Õ x¡��©�¼ÍÆ'·�¢Ì³)º»��G§X¢ §ª©L«[¯B�·�£Ö³¹§��2�£{¥°¢ªÈf���Ãª�©L«ÓÆ'·�¢6½
©
ai

½
��«i±�¢®½Ö ¤ª��½
«�§ª�«�¢¤½i¯B�½
©L«�©ÊÃ�¢®½
§ª³L�£{½

||
∑

i aiωi|| =
∑

i ai||ωi||
Â+���¦�Ô2«{©¹¢¤�«�±���2 � ®�¥°¥²¢�¯B�©L±�½�¯�ª½{½{©LÔ�³¹¢®½¤È

λ = 3ω1

È
λ = ω1 + ω2

È
λ = ω3

Â
 �¶®£{©Lá����½�½{©_È�¯�ª·�£� ¤¢®½�¯B�©¹±2½¤È

λ− w0(λ)
¢¤½�«�³¹§U½{�¥°¥²¢¾±�¢1«�£{ª©¹½�£�§> ¤©¹�2¢¤½4�

3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ε1 = 3(2ε1)
¢¤½�«�Ô�©¹¢®�e½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â

ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 2ε1 + 2ε1 + 2ε2 = 2ε1 + 2(ε1 + ε2)
¢®½
«1Ô2©¹¢¤�µ½{�¥°¥°¢

±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω3−w0(ω3) = 2ε1+2ε2+2ε3 = (ε1+ε2)+(ε1+ε3)+(ε2+ε3)

¢®½
«Ö§ª·�½
½{©<½{�¥°¥²¢	±�¢	«�£
�©¹½V£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
Ò º»aïeá��I§ª³¹¢®¥²¢®�«ÉÈ
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�M���+ú3�L ������0�]�×ÅKþ ÿ+þtÅKþ �������
X = Sp2n/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � � ) ��+ �M	 �vq � ��+ ) �
���
2 ���@��� � )L	 � Sp2nC

� ��� �#�8� �E)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	� �S�
X 6= P2n−1, Gω(2, 2n), v2(P

2n−1) ³µ���� �����=���E��� � � 	�� �8��� ��� �=�������5����q�� � � � ��� ù þ � ñ>ú>ú>ú�ýµ¶��� �
X 6= v3(P

2n−1), F1,2,ω, Gω(3, 2n) �U��	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����<�  �  
\cË3úiø

Dn n ≥ 4
Ò §ª��½

V = Rn
È ³¹¢®½V£�§ª ®©¹��¢®½Ó¯B�½{©Ê«�©ÊÃ�¢¤½V½®º�¶® ¤£{©ÊÃ�¢®�'«

εi±εj

¯B�·�£
i < j

Â Å3¢¤½Ó¯�ª©¹±�½�¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª·<¼
½{ª�'«¤È

ωi = ε1 + ... + εi

¯B�·�£
i < n− 1.

ωn−1 =
1

2
(ε1 + ... + εn−1 − εn).

ωn =
1

2
(ε1 + ... + εn−1 + εn).

Êd©
n
¢¤½�«Ó¯�§ª©¹£

w0(εi) = −εi

È
∀ i
È¤¢®«ÉÈ�½
©

n
¢¤½
«[©L¥²¯I§>©¹£

w0(εi) = −εi

¯B�·�£
i 6= n

¢¸«
w0(εn) = εn

Â
Ò ��� �½{©

n
¢®½
«�¯I§ª©L£

ωi − w0(ωi) = 2ωi

Â
Êd©

n
¢®½
«,©L¥²¯�§ª©¹£U¢¸«

i < n − 1
ÈÕ§ª³¹�£
½

ωi − w0(ωi) = 2ωi

ÈÕ¯B�·�£
i = n − 1

¢¸«
i = n

È
ωn−1 − w0(ωn−1) = ωn − w0(ωn) = ε1 + · · ·+ εn−1

Â
Ë6§ª³¹ ®·�³¹ª��½�³j§U���£
¥²¢>È

||α + β + γ|| = 6¢®«

||ωi − w0(ωi)|| = ||2ωi|| = 2i¯B�·�£
i < n− 1

ÂSÊd©
n
¢¤½�«�¯�§ª©¹£6¢¸«

i = n− 1
�·

i = n
§ª³¹�£
½

||ωn−1 − w0(ωn−1)|| = ||ωn − w0(ωn)|| = ||2ωn|| = n¢®«�½
©
n
¢®½
«�©¹¥°¯I§ª©L£Ì¢¸«

i = n− 1
�·

i = n
È

||ωn−1 − w0(ωn−1)|| = ||ωn − ωn|| = ||e1 + . . . εn−1|| = n− 1.{ �·2£Í³¹¢Î x¡�ª©Ê¼�±�¢°³j§����£
¥²¢°Æ'·�¢°���·�½Í§�Ãª���½M¢ §ª©L«"�� Ã�ª©L«�Æ<·2¢²½
©
ai

½{��«�±�¢¤½� ¤���½�«x§ª�«{¢¤½
¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½�§ª³L�£{½

||
∑

i aiωi|| =
∑

ai||ωi||
Â Ò ©L½
«�©L��´�·�ª��½�±�¢¤·<¼e É§ª½

n > 7
¢®«

n ≤ 7
Â

•n > 7



ôpo�¸Ì�
j\¿�nAs1¾�j��psÅ$]n
σ(G/P )∗

h¨��Äim
G
u[m���Ä]hLn($]nÎÍijÉn�¾�jt¿Dhi¼�n `p¸

���µ�Ôd«�©¹¢®�«�§ª©¹��½
©K³¹¢®½�¯��½
½{©LÔ�©¹³L©L«�¶®½Ì½
·�©LÃ>§ª�«�¢®½¤È
λ = 3ω1

Â
λ = ω1 + ω2

Â
λ = ω3

Â
 �¶®£{©Lá����½�½{©3³_º���¦�Ôd«�©¹¢®�«�·���¢"½{�¥°¥°¢1±�¢1«�£{ª©¹½6£{§ª ¤©L��¢¤½�¯B�·�£

λ− w0(λ)
�

3ω1 − w0(3ω1) = 6ε1

È��2¢�¯B¢¤·d«�½®º�¶® ¤£
©¹£{¢" ®�¥²¥°¢1½{ª¥²¥°¢�±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = 4ε1 + 2ε2

È���¢Í¯B¢¤·2«�½¤º»¶¤ ¤£
©¹£
¢Í ¤ª¥²¥°¢�½
�¥°¥²¢�±�¢�«{£{�©L½
£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω3 − w0(ω3) = 2ω3 = 2ε1 + 2ε2 + 2ε3 = (ε1 + ε2) + (ε1 + ε3) + (ε2 + ε3)

Â

•n ≤ 7

{ �·2£
n = 7, 6, 5, 4

È�³¹¢®½  É§ª�2±�©¹±I§f«�½Ö½
��«
λ = ω3

È
λ = ωn

¢®«
λ = ωn−1

ÂªÅ3¢Ì¯B�©¹±�½
ω3−w0(ω3)¢¤½�«�Ô�©¹¢®�µ·��2¢�½
�¥°¥²¢�±2¢"«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤ÂSÐ�¢¤´§>£{±���2½

ωn − w0(ωn)
È

ωn−1 − w0(ωn−1) = ωn − w0(ωn) =















(ε1 + e2) + (ε3 + ε4) + (ε5 + ε6),
½{©

n = 7
(ε1 + ε2) + (ε3 + ε4) + (ε5 + ε6),

½
©
n = 6

(ε1 + ε2) + (ε3 + ε4),
½{©

n = 5
(ε1 + ε2) + (ε3 + ε4),

½{©
n = 5

Ò º»aïµ¯B�·�£�³L¢�«ÁÀd¯B¢
Dn

È
�M���+ú3�L ������0�]�ÓÅ3þ ÿIþ½éVþ �������

X = SO2n/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � � ) ��+ �5	 �Ðq � ��+ ) �@���

2 ���@��� � )L	 � SO2nC
� ��� �5�8� �6)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	� �S�

X 6= Q2l−2, S3, S4, S5, GQ(2, 2n) ³µ���� ���������H��� � � 	�� �8��� ��� �=�������X����q�� � � � ��� ù þ � ñ>ú>ú>ú�ýµ¶��� �
X 6= S6, S7, GQ(3, 2n) �
��	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
\cË3úiø

F4���� ®���½
©¹±�¿®£{¢U¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«
V = R4

ÈK³L¢¤½�£{§ª ¤©L��¢¤½1¯B�½
©L«�©ÊÃ�¢®½1½{��«"³¹¢®½
εi

È
εi − εj (i < j)

È�¢®«
1
2
(ε1 ± e2 ± ε3 ± ε4).

ÅV¢®½�¯��©L±�½C¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª·d¼�½{��«ÉÈ

ω1 = ε1 + ε2.

ω2 = 2ε1 + ε2.

ω3 =
1

2
(3ε1 + ε2 + ε3 + ε4).

ω4 = ε1.
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Åiº�©L�'Ãª�³¹·d«�©¹ª�
w0

¢®�'Ãª�©¹¢
εi

½
·�£
−εi

¢®«���e§U±���2 ªÈ

ωi − w0(ωi) = 2ωi.

{ §ª£�§ª©L³¹³L¢¤·�£
½
||ei|| = 1, ||εi − εi|| = 2 (i < j)

È�¢®«
||1

2
(ε1 ± e2 ± ε3 ± ε4)|| = 2

Â

||α + β + γ|| =















3
4
5
6.¢®«

||ωi − w0(ωi)|| =















4
½{©

i = 1
8
½{©

i = 2
4
½{©

i = 3
2
½{©

i = 4Ëi�2áI�¨ ®�¥°¥²¢6¯2£{¶¤ ®¶¤±�¢®¥²¥°¢¤�«Õ��ª«{£{¢� x¡��©�¼U±�¢���ª£{¥°¢�©¹¥°¯�³¹©LÆ<·2¢ÌÆ'·�¢�½{©I��°§1±�¢®½Õ ®d¢¸ß° ¤©¹¢®�«�½
¯B�½{©Ê«�©t¢8½

ai

§ª³L�£{½
||

∑

i aiωi|| =
∑

ai||ωi||
Â

¥ ³L�£{½�³L¢¤½�½{�³L·2«�©L���½6¯B�½
½{©¹Ô2³¹¢¤½�±2¢ à ã2Â�� âÌ½{��«¤È
λ = 3ω4, 2ω4

È
λ = ω3

È
λ = ω3 + ω4

È
λ = ω1

È
λ = ω1 + ω4

È
,Á³3���·�½F¢ §ª·d«�Ã�¶¤£
©LáI¢®£�½{©

λ− w0(λ)
¢®½
«�Ô�©L¢¤�¦³j§U½{ª¥²¥°¢�±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½4�

3ω4 − w0(3ω4) = 6ε1

��¢"¯�¢®·2«�¯I§ª½XÑ®«{£{¢"³j§G½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½�¯��½
©L«{©LÃ�¢®½¤Â
2ω4 − w0(2ω4) = 4ε1

��¢"¯�¢®·2«�¯I§ª½XÑ®«{£{¢"³j§G½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½�¯��½
©L«{©LÃ�¢®½¤Â
ω3 − w0(ω3) = 3ε1 + ε2 + ε3 + ε4 = (ε1 + ε2) + (ε1 + ε3) + (ε1 + ε4)

¢¤½�«1Ô�©L¢¤�$³¹§²½
�¥²¥°¢�±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω3 + ω4 − w0(ω3 + ω4) = 5ε1 + ε2 + ε3 + ε4

��¢"¯�¢®·2«�¯I§ª½XÑ®«{£{¢"³j§G½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω1 − w0(ω1) = 2ε1 + 2ε2 = 2(ε1 + ε2)

¢¤½
«�½{ª¥²¥°¢"±�¢�±2¢¤·d¼µ£�§> ¤©¹�2¢¤½�¢®«�¢¤½�«¾±�ª�� �«{£�§ª©Ê«�¶"¯I§ª£�³L¢
£{¶®½{·�³Ê«x§>«�±2¢�Ï"§ Ä
© | Ï"§��8�a�a���)Â
ω1 + ω4 − w0(ω1 + ω4) = 4ε1 + 2ε2

��¢"¯�¢®·2«�¯I§ª½XÑ®«{£{¢"³j§G½
�¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½Ì£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
Ò º»aï

�M���+ú3�L ������0�]� Å3þ ÿIþ�~Kþ �������
X = F4/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� ������� & � � �[q�y � � ) ��+ �6	 �bq � ��+ ) �E���
2 ���@��� � )L	 � F4

� ��� �5�8� �K)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	� �S�
X 6= X16 ∩H = (E6/P1) ∩H = F4/P4, X15 = XF4 = F4/P1 ³µ���� ���������
��� � � 	�� �8��� ��� ��������^����q�� � � � ��� ù þ � ñ>ú>ú>ú�ýµ¶���� �
X 6= F4/P3 ���	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
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j\¿�nAs1¾�j��psÅ$]n
σ(G/P )∗

h¨��Äim
G
u[m���Ä]hLn($]nÎÍijÉn�¾�jt¿Dhi¼�n `Lô

\cË3úiø
E8���.½{¢�¯�³j§ª ®¢�¥²§ª©L�'«{¢¤�I§>�'«�±I§ª�2½

R8 È�³L¢¤½�£�§ª ®©¹��¢®½¾¯B�½{©Ê«�©ÊÃ�¢¤½�½{ª�'« ±ei + ej

¯�ª·�£
i < j

¢¸«�³¹¢®½
1
2
(ε8 +

∑7
i=1(−1)ν(i)εi)

§ÉÃª¢¤  ∑7
i=1 ν(i)

¢¤½
«�¯I§>©¹£¤Â�ÅV¢®½�¯��©L±�½C¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª·d¼�½{��«ÉÈ

ω1 = 2ε8

ω2 =
1

2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 + ε7 + 5ε8)

ω3 =
1

2
(−ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 + ε7 + 7ε8)

ω4 =
1

2
(ε3 + ε4 + ε5 + ε6 + ε7 + 5ε8)

ω5 =
1

2
(ε4 + ε5 + ε6 + ε7 + 4ε8)

ω6 =
1

2
(ε5 + ε6 + ε7 + 3ε8)

ω7 =
1

2
(ε6 + ε7 + 2ε8)

ω8 =
1

2
(ε7 + ε8).

Åiº�©L�'Ãª�³¹·d«�©¹ª�
w0

¢®�'Ãª�©¹¢
εi

½
·�£
−εi

¢®«�±�ª�� 
ωi − w0(ωi) = 2ωi

Â
{ §ª£¾§ª©¹³L³¹¢®·�£{½

|| ± ei − ej|| = 2 (i < j)
ÈB¢®«
||1

2
(ε8 +

∑7
i=1(−1)ν(i)εi)|| = 4

§ÉÃ�¢®  ∑7
i=1 ν(i)¢¤½�«�¯I§ª©¹£®Â

||α + β + γ|| ≤ 12.

||ωi − w0(ωi)|| =















































4
½{©

i = 1
12

½{©
i = 2

14
½{©

i = 3
20

½{©
i = 4

16
½{©

i = 5
12

½{©
i = 6

8
½{©

i = 7
4
½{©

i = 8Ò ¢�¯�³¹·�½�¯B�·�£�³L¢1 x¡��©�¼¦±�¢"³j§G��ª£{¥°¢1Æ<·2¢�³_º���e§H¢ §ª©Ê«���e§2ÈI¯B�·�£�±�¢®½�¢®�«�©¹¢®£{½
ai

¯��½
©L«{©t¢8½5�
||

∑

i aiωi|| =
∑

i6=2,i6=3 ai||ωi||+
1
2
|a2 − a3|+

11
2
a2 + 13

2
a3

Â
Ò º»aïµ³L¢¤½� É§>��±�©¹±�§>«�½�¯B�½{½
©¹Ô�³L¢¤½�½
��«ÉÈ
λ = ω1, 2ω1, 3ω1

È
λ = ω1 + ω7

È
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λ = ω1 + ω8

È
λ = 2ω1 + ω8

È
λ = ω1 + 2ω8

È
λ = ω2

È
λ = ω6

È
λ = ω7

È
λ = ω7 + ω8

È
λ = ω8, 2ω8, 3ω8

Â
ËÌ¡�¢¤£
 x¡����½°¯I§ª£
¥²©	«�ª·�½G ¤¢®½Î¯��©L±�½Í ®¢¤·d¼0«�¢¤³L½GÆ'·�¢

λ − w0(λ)
½¤º»¶¤ ¤£
©LÃª¢e ®�¥°¥²¢²½{�¥°¥²¢²±�¢

«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½@�
ω1 − w0(ω1) = 4ε8

��¢e½¤º»¶¤ ®£{©L«°¯I§>½² ®�¥²¥°¢�½{ª¥²¥°¢�±�¢¦«�£{ª©¹½U£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Èi±2¢µ¥6Ñ¤¥°¢¦Æ<·2¢
2ω1 −

w0(2ω1) = 8ε8

¢®«
3ω1 − w0(3ω1) = 12ε8

Â
ω1 + ω7 − w0(ω1 + ω7) = 8ε8 + 2ε6 + 2ε7

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ¤£
©L«�¯I§>½� ®�¥°¥²¢1½
�¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½Ì£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω1 + ω8 − w0(ω1 + ω8) = 6ε8 + 2ε7

ÈI��¢"½®º�¶® ¤£{©Ê«�¯I§ª½� ¤�¥°¥°¢�½{�¥°¥°¢1±�¢1«�£{ª©¹½�£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
2ω1 + ω8 − w0(2ω1 + ω8) = 10ε8 + 2ε7

È���¢"½¤º»¶¤ ®£{©Ê«�¯�§ª½� ¤�¥°¥²¢¾½{�¥°¥²¢1±2¢"«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω1 + 2ω8 − w0(ω1 + 2ω8) = 8ε8 + 4ε7

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ¤£
©L«�¯I§>½� ®�¥°¥²¢1½
�¥²¥°¢�±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω2 − w0(ω2) = ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 + ε7 + 5ε8

ÈI�2¢1½¤º»¶¤ ¤£
©L«�¯I§ª½� ®�¥²¥°¢�½
�¥²¥°¢�±�¢1«{£{�©L½
£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω6 − w0(ω6) = 2ε5 + 2ε6 + 2ε7 + 6ε8

ÈI��¢"½®º�¶® ¤£{©Ê«�¯I§ª½� ¤ª¥²¥°¢1½{�¥°¥°¢1±�¢1«�£{ª©¹½6£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω7 − w0(ω7) = 2ε6 + 2ε7 + 4ε8

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ®£{©L«�¯I§>½� ®�¥°¥²¢�½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω7 + ω8 − w0(ω7 + ω8) = 2ε6 + 4ε7 + 6ε8

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ¤£
©L«�¯I§>½� ®�¥°¥²¢1½
�¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½Ì£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
ω8 − w0(ω8) = 2ε7 + 2ε8 = 2(ε7 + ε8)

ÈI¢¤½
«�·��2¢�½
�¥°¥²¢1±�¢"±�¢®·d¼e£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ_ÿIþ��Kþ �������

X = E8/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � �M�8��+>� E8

� ��� �
�8� �
)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	l� �=� 	�	 �HGI+A� X 6= XE8 ³ �  �  X �i$ ����� )1� � 	%$ � � 9 ����� � ���8�8�������
§ 	��x� � )L� ���8� � ?� � �z��� �º� �Mp���� � ���T��� E8

¶  [!#	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
\cË3úiø

E7ËÌ���½
©¹±�¶®£{���½
V = R8

Èi³¹¢¤½U£{§ª ¤©L��¢¤½°¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½U½
��«¨³L¢¤½
±εi + ej

Èi¯��·2£
1 ≤ i < j ≤ 6

È
−ε7 + ε8

ÈI¢®« 1
2
(ε8 − ε7

∑6
i=1(−1)ν(i)εi)

§ÉÃ�¢®  ∑6
i=1 ν(i)

¢®½
«�©¹¥°¯I§ª©L£¤ÂdÅ3¢¤½�¯�ª©¹±�½C¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª·<¼
½{ª�'«¤È

ω1 = ε8 − ε7

ω2 =
1

2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 − 2ε7 + 2ε8)

ω3 =
1

2
(−ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 − 3ε7 + 3ε8)

ω4 = ε3 + ε4 + ε5 + ε6 − 2ε7 + 2ε8

ω5 = ε4 + ε5 + ε6 −
3

2
ε7 +

3

2
ε8
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G
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ω6 = ε5 + ε6 − ε7 + ε8

ω7 = ε6 −
1

2
ε7 +

1

2
ε8.

Åiº�©L�'Ãª�³¹·d«�©¹ª�
w0

¢¤�Ãª�©¹¢
εi

½{·�£
−εi

¢®«°±�ª�� 
ωi − w0(ωi) = 2ωi

Â¨Ð�¢¤´�§ª£{±�ª��½²³¹§����£{¥°¢ªÈ
|| ± εi + ej|| = 2

È
|| − ε7 + ε8|| = 2

¢¸«
||1

2
(ε8 − ε7

∑6
i=1(−1)ν(i)εi)|| = 4

§ÉÃª¢¤  ∑6
i=1 ν(i)

¢®½
«
©¹¥°¯I§ª©L£¤Â Ò ��� "¢®�� ¤�£
¢�·2��¢@¢8�©¹½6ª�$§U±Kº»·���¢�¯I§ª£�«ÉÈ

||α + β + γ|| ≤ 12.Ë «�±!ºÐ§ª·d«�£{¢"¯I§>£
«ÉÈ

||ωi − w0(ωi)|| =







































4
½{©

i = 1
10

½{©
i = 2

12
½{©

i = 3
16

½{©
i = 4

12
½{©

i = 5
8
½{©

i = 6
4
½{©

i = 7Ò ¢�¯�³¹·�½�¯B�·�£�³¹§U���£{¥°¢1 x¡��©L½{©L¢ªÈ�½
©
ai

½
��«�±2¢¤½�¢¤�«�©L¢¤£{½�¯B�½{©Ê«�©�¢8½¤È2ª�µ§��
||

∑

i aiωi|| =
∑

i6=2,i6=3 ai||ωi||+
1
2
|a2 − a3|+

9
2
a2 + 11

2
a3

Â
Ò º»aïµ³L¢¤½�¯B�©¹±�½

λ
¯��½
½{©LÔ�³¹¢®½�½{��«T�

λ = ω1, 2ω1, 3ω1

È
λ = ω1 + ω6

È
λ = ω1 + ω7

È
λ = 2ω1 + ω7

È
λ = ω1 + 2ω7

È
λ = ω2

È
λ = ω3

È
λ = ω5

È
λ = ω6

È
λ = ω6 + ω7

È
λ = ω7, 2ω7, 3ω7

Â
ËÌ¡�¢¤£
 x¡����½Ì¯I§ª£{¥°©I ¤¢®½Ì¯B�©¹±2½Õ ®¢¤·d¼²Æ'·�©IÃ�¶®£{©ÊáI¢¤�«

λ−w0(λ)
¢¤½�«Ì·2��¢¾½
�¥²¥°¢�±�¢�«�£{ª©¹½i£�§> ¤©¹�2¢¤½

¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½@�
ω1 − w0(ω1) = 2ω1 = 2ε8 − 2ε7 = 2(ε8 − ε7)

È� ªº»¢¤½�«¾·2��¢"½{�¥°¥²¢1±2¢�±2¢¤·d¼e£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
2ω1 − w0(2ω1) = 4ω1 = 4ε8 − 4ε7

ÈI��¢"¯�¢®·2«¾¯�§ª½�½¤º»¶¤ ¤£
©¹£
¢� ®�¥°¥²¢1½
�¥²¥°¢1±�¢"«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®ÈI±�¢
¥6Ñ¤¥°¢1Æ<·2¢

3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = 6ε8 − 6ε7

Â
ω1 +ω6−w0(ω1 +ω6) = 2ω1 +2ω6 = 2ε8−2ε7 +2ε5 +2ε6−2ε7 +2ε8 = 4ε8−4ε7 +2ε5 +2ε6

È
��¢"¯B¢¤·2«�¯I§ª½�½®º�¶® ¤£{©L£{¢" ¤ª¥²¥°¢�½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω1 + ω7 − w0(ω1 + ω7) = 2ω1 + 2ω7 = 2ε8 − 2ε7 + 2ε6 − ε7 + ε8 = 3ε8 − 3ε7 + 2ε6

È2��¢"¯�¢®·2«
¯I§ª½�½®º�¶® ¤£{©L£{¢" ¤ª¥²¥°¢�½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
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2ω1 + ω7−w0(2ω1 + ω7) = 4ω1 + 2ω7 = 4ε8− 4ε7 + 2ε6− ε7 + ε8 = 5ε8− 5ε7 + 2ε6

È<��¢�¯�¢®·2«
¯I§ª½�½®º�¶® ¤£{©L£{¢" ¤ª¥²¥°¢�½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω1 + 2ω7 − w0(ω1 + 2ω7) = 2ω1 + 4ω7 = 2ε8 − 2ε7 + 4ε6 − 2ε7 + 2ε8 = 4ε8 − 4ε7 + 4ε6

ÈI��¢
¯B¢¤·2«�¯I§ª½�½®º�¶® ¤£{©L£{¢" ¤ª¥²¥°¢�½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω2−w0(ω2) = 2ω2 = ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6− 2ε7 + 2ε8 = 1

2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6−

ε7 + ε8) + 1
2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 − ε7 + ε8) + (−ε7 + ε8)

ÈI¢®½
«�Ô�©¹¢®�µ³¹§Î½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½
£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω3 − w0(ω3) = 3ω2 = −ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 + ε6 − 3ε7 + 3ε8

È2��¢"¯�¢®·2«�¯I§ª½�½¤º»¶¤ ®£{©¹£
¢" ¤�¥°¥²¢
½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½6£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω5 − w0(ω5) = 2ω5 = 2ε4 + 2ε5 + 2ε6 + 3(ε8 − ε7)

È+��¢�¯�¢®·2«�¯�§ª½¾½®º�¶® ¤£{©L£{¢� ¤�¥°¥²¢"½
�¥²¥°¢�±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω6−w0(ω6) = 2ω6 = 2ε5 +2ε6− 2ε7 +2ε8

È'��¢�¯�¢®·2«r½¤º»¶¤ ¤£
©¹£
¢¾ ¤ª¥²¥°¢�½{�¥°¥²¢�±�¢�«�£
�©¹½	£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω6+ω7−w0(ω6+ω7) = 2ω6+2ω7 = 2ε5+2ε6−2ε7+2ε8+2ε6+ε8−ε7 = 2ε5+4ε6−3ε7+3ε8

È
�Kº»¢¤½�«¾¯I§>½�³j§U½{�¥°¥°¢�±�¢1«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
ω7−w0(ω7) = 2ω7 = 2ε6 + ε8 − ε7 = (ε8− ε7) + (ε6 − ε1) + (ε6 + ε1)

È2¢¤½�«�Ô�©¹¢®��³j§Í½
�¥°¥²¢�±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
2ω7 − w0(2ω7) = 4ω7 = 4ε6 + 2ε8 − 2ε7

È!�!º�¢®½
«�¯I§ª½1½
�¥²¥°¢Í±2¢G«�£{ª©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®ÈK±�¢U¥6Ñ¤¥°¢GÆ'·�¢
3ω7 − w0(3ω7) = 6ω7 = 6ε6 + 3ε8 − 3ε7

Â
���µ�Ôd«�©¹¢®�«�§ª³¹�£
½�¯�ª·�£

E7

È
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ_ÿIþ�X�þ �������

X = E7/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � �M�8��+>� E7

� ��� �
�8� �
)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	l� �=� 	�	 �5GI+A� X 6= XE7 � X 6= E7/P2 ³ � � 9 ���=�5��� E7 ) ��+ �Y	��H� � )L� ���8� � � � �<��� �
λ = ω2

¶À���
X 6= E7/P7 ³ � � 9 ���=�.��� E7 ) ��+ ��	���� � )L� ���8� � � � �<��� � λ = ω7

¶  W!#	 � � � X �i$ ����� )1� �
δσ∗

?���� , �����z�  �  
\cË3úiø

E6Êd�©Ê«
V = R8 È�³¹¢®½�£�§ª ®©¹��¢®½�¯��½
©L«{©LÃ�¢®½6½{ª�'«�³L¢¤½ ±εi + εj

È2¯��·2£
1 ≤ i < j ≤ 5

È�¢®« 1
2
(ε8 − ε7 −

ε6

∑5
i=1(−1)ν(i)εi)

§ÉÃ�¢¤  ∑5
i=1 ν(i)

¢¤½�«¾¯�§ª©¹£®Â�Å3¢¤½�¯�ª©¹±�½^¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>·d¼¦½{ª�'«¤È

ω1 =
2

3
(ε8 − ε7)

ω2 =
1

2
(ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 − ε6 − ε7 + ε8)

ω3 =
1

2
(−ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 −

5

3
ε6 −

5

3
ε7 +

5

3
ε8)

ω4 = ε3 + ε4 + ε5 − ε6 − ε7 + ε8

ω5 = ε4 + ε5 −
2

3
ε6 −

2

3
ε7 +

2

3
ε8

ω6 = ε5 −
1

3
ε6 −

1

3
ε7 +

1

3
ε8



ôpo�¸Ì�
j\¿�nAs1¾�j��psÅ$]n
σ(G/P )∗

h¨��Äim
G
u[m���Ä]hLn($]nÎÍijÉn�¾�jt¿Dhi¼�n `LÃ

Åiº�©L�'Ãª�³¹·d«�©¹ª�
w0

¢¤½�«¾±2¶®áI��©L¢�¯�§ª£�³j§U½
À<¥°¶®«�£
©¹¢"±�·µ±�©j§ª´ª£�§ª¥°¥²¢
E6

È+¬Î½�§ÉÃª�©¹£
w0(ω1) = −ω6

È
w0(ω3) = −ω5

È
w0(ω4) = −ω4

¢®«
w0(ω2) = −ω2

Â
Ò ·Í¯B�©L�'«V±2¢ÕÃ<·�¢Õ±�¢Õ³j§����£
¥²¢i���§

||±εi+εj|| = 2
È�¢®«
||1

2
(ε8−ε7−ε6

∑5
i=1(−1)ν(i)εi)|| = 4

È
±���2 

||α + β + γ|| ≤ 12.
Ò º�§ª·2«�£
¢�¯�§ª£
«¤È

||ωi − w0(ωi)|| =































4
½{©

i = 1
8
½{©

i = 2
9
½{©

i = 3
12

½{©
i = 4

9
½{©

i = 5
4
½{©

i = 6Ò ¢�¯�³¹·�½�¯B�·�£�³¹§U���£{¥°¢1 x¡��©L½{©L¢ªÈ�½
©
ai

½
��«�±2¢¤½�¢¤�«�©L¢¤£{½�¯B�½{©Ê«�©�¢8½¤È2ª�µ§��
||

∑

i ai(ωi − w0(ωi)|| =
∑

i6=2,i6=3 ||ωi − w0(αi)||+
1
2
|a2 − a3|+

7
2
a2 + 9

2
a3

Â
Ò º»aïµ³¹§U³¹©¹½�«�¢�½
·�©LÃ>§ª�«{¢�±2¢�¯B�©L±�½@�
λ = ω1, 2ω1, 3ω1

λ = ω1 + ω2

È
λ = ω1 + ω6

È
λ = 2ω1 + ω6

È
λ = ω1 + 2ω6

È
λ = ω2

È
λ = ω3

È
λ = ω4

È
λ = ω5

È
λ = ω6, 2ω6, 3ω6

λ = ω6 + ω2

Â
Ò ¶®«{¢¤£
¥²©L�����½�¯I§ª£
¥²©! ¤¢¤½

λ
 ®¢¤·d¼eÆ'·�©KÃª¶¤£{©ÊáI¢¤�«�³)º»¶¤Æ'·I§f«�©¹ª� à ã2Â�� â#�

ω1−w0(ω1) = ω1 + ω6 = ε8− ε7− ε6 + ε5 = 1
2
(ε8− ε7− ε6 + ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1) + 1

2
(ε8−

ε7 − ε6 + ε5 − ε4 − ε3 − ε2 − ε1)
È�½®º�¶® ¤£
©L«� ¤�¥°¥°¢�½{�¥°¥°¢1±�¢"±�¢¤·d¼e£{§ª ¤©L��¢¤½®Â

2ω1−w0(2ω1) = 2ω1 + 2ω6 = 2ε8− 2ε7− 2ε6 + 2ε5

È2�2¢�¯�¢®·2«�¯I§>½6½¤º»¶¤ ®£{©¹£
¢� ¤ª¥²¥°¢�½
�¥°¥²¢�±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®È�±�¢"¥6Ñ¤¥°¢1Æ<·2¢

3ω1 − w0(3ω1) = 3ω1 + 3ω6 = 3ε8 +−3ε7 − 3ε6 + 3ε5

Â
ω1 +ω2−w0(ω1 +ω2) = ω1 +ω6 +2ω2 = ε8−ε7−ε6 +ε5 +ε1 +ε2 +ε3 +ε4 +ε5−ε6−ε7 +ε8 =
2ε8 − 2ε7 − 2ε6 + 2ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ®£{©Ê«�¯I§ª½� ¤�¥°¥°¢1½{�¥°¥²¢¾±�¢1«�£{ª©¹½�£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω1+ω6−w0(ω1+ω6) = 2ω1+2ω6 = 2ε8−2ε7−2ε6+2ε5

È ��¢Ì¯�¢®·2« ¯I§>½Ö½¤º»¶¤ ®£{©L£{¢6 ®�¥²¥°¢	½{�¥°¥°¢
±�¢�«�£{ª©¹½Õ£�§ª ®©¹��¢®½Ì±�¢�¥6Ñ¤¥°¢�Æ<·2¢

2ω1 + ω6−w0(2ω1 +ω6) = 3ω1 + 3ω6 = 3ε8− 3ε7− 3ε6 + 3ε5¢®«
ω1 + 2ω6 − w0(ω1 + 2ω6) = 3ω1 + 3ω6 = 3ε8 − 3ε7 − 3ε6 + 3ε5

Â
ω2 − w0(ω2) = 2ω2 = ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 − ε6 − ε7 + ε8 = 1

2
(ε8 − ε7 − ε6 + ε5 + ε4 + ε3 +

ε2 + ε1) + 1
2
(ε8 − ε7 − ε6 + ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1)

È�½¤º»¶¤ ®£{©L«� ®�¥²¥°¢1½{ª¥²¥°¢�±�¢"±�¢®·d¼e£�§ª ®©¹��¢®½¤Â



`LÍ d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

ω3−w0(ω3) = ω3 +ω5 = 1
2
(−ε1 +ε2+ε3 +3ε4 +3ε5−3ε6−3ε7 +3ε8) = 1

2
(−ε1−ε2 +ε3 +ε4 +

ε5−ε6−ε7+ε8)+
1
2
(−ε1+ε2−ε3+ε4+ε5−ε6−ε7+3ε8)+

1
2
(ε1+ε2+ε3+ε4+ε5−ε6−ε7+ε8)

È
¢¤½�«�Ô�©¹¢®�µ³¹§G½{�¥°¥²¢1±2¢"«{£{�©L½6£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω4 − w0(ω4) = 2ω4 = 2ε3 + 2ε4 + 2ε5 − 2ε6 − 2ε7 + 2ε8

ÈK��¢U½®º�¶® ¤£
©L«"¯I§ª½1 ®�¥°¥²¢�½{�¥°¥²¢Í±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®Â

{ ·�©¹½�¯I§ª£�½�À<¥²¶¸«�£{©L¢"��e§°§>·�½{½
©;�
ω5−w0(ω5) = ω5 +ω3 = 1

2
(−ε1 +ε2+ε3 +3ε4 +3ε5−3ε6−3ε7 +3ε8) = 1

2
(−ε1−ε2 +ε3 +ε4 +

ε5−ε6−ε7+ε8)+
1
2
(−ε1+ε2−ε3+ε4+ε5−ε6−ε7+3ε8)+

1
2
(ε1+ε2+ε3+ε4+ε5−ε6−ε7+ε8)

È
¢¤½�«�Ô�©¹¢®�µ³¹§G½{�¥°¥²¢1±2¢"«{£{�©L½6£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω6−w0(ω6) = ω6 + ω1 = ε8− ε7− ε6 + ε5 = 1

2
(ε8− ε7− ε6 + ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1) + 1

2
(ε8−

ε7 − ε6 + ε5 − ε4 − ε3 − ε2 − ε1)
È�½®º�¶® ¤£
©L«� ¤�¥°¥°¢�½{�¥°¥°¢1±�¢"±�¢¤·d¼e£{§ª ¤©L��¢¤½®Â

2ω6−w0(2ω6) = 2ω6 + 2ω1 = 2ε8− 2ε7− 2ε6 + 2ε5

È2�2¢�¯�¢®·2«�¯I§>½6½¤º»¶¤ ®£{©¹£
¢� ¤ª¥²¥°¢�½
�¥°¥²¢�±�¢
«�£
�©¹½�£{§ª ¤©L��¢¤½®È�±�¢"¥6Ñ¤¥°¢1Æ<·2¢

3ω6 − w0(3ω6) = 3ω6 + 3ω1 = 3ε8 +−3ε7 − 3ε6 + 3ε5

Â
ω6 +ω2−w0(ω6 +ω2) = ω1 +ω6 +2ω2 = ε8−ε7−ε6 +ε5 +ε1 +ε2 +ε3 +ε4 +ε5−ε6−ε7 +ε8 =
2ε8 − 2ε7 − 2ε6 + 2ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1

ÈI��¢"½¤º»¶¤ ®£{©Ê«�¯I§ª½� ¤�¥°¥°¢1½{�¥°¥²¢¾±�¢1«�£{ª©¹½�£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
¥ ©L��½{©_È

�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ_ÿIþ��Kþ �������
X = E6/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� �����=� & � � �[q�y � �M�8��+>� E6

� ��� �
�8� �
)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	l� �=� 	�	 �^GI+A� X 6= XE6 = E6/P2 � X 6= E6/P1 = E6/P6 ³ � � 9 ���=�C��� E6 ) ��+ �	��À� � )L� ���8� � � � �<��� � λ = ω6

¶R���
X 6= E6/P3 = E6/P5 ³ � � 9 ���=�E��� E6 ) ��+ �K	��À� � )L� ���8� � � � �<��� �

λ = ω5

¶  [!#	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����<�  �  
\cË3úiø

G2���� ¤���½
©¹±�¿®£{¢1¥²§ª©¹�«{¢¤�I§ª�«
V = R3 Èd³¹¢®½Ì£�§> ¤©¹�2¢¤½6¯B�½{©Ê«�©ÊÃ�¢¤½Ì±�·�½
À<½
«{¿¤¥°¢ G2

½
��«�³¹¢®½
ε1 − ε2

È
−ε1 + ε3

È
−ε2 + ε3

È
−2ε1 + ε2 + ε3

È
−2ε2 + ε1 + ε3

È
2ε3 − ε1 − ε2

Â�ÅV¢®½�¯B�©L±�½^¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª·d¼
½{ª�'«¤È

ω1 = −ε2 + ε3

ω2 = −ε1 − ε2 − 2ε3Åiº�©L�'Ãª�³¹·d«�©¹ª�
w0

¢®�Ã��©L¢
ωi

½
·�£
−ωi

¢¸«¾±�ª�� 
ωi − w0(ωi) = 2ωi

Â Ò ¢Í¯�³L·�½¾��$§
||α + β +

γ|| ≤ 12
Â���£�½{©

a1

¢®«
a2

½{��«¾±�¢¤·d¼$���¥ÍÔ�£{¢®½¾¯B�½{©Ê«�©t¢8½®È
||a1ω1 + a2ω2 − w0(a1ω1 + α2ω2)|| =

||2a1ω1 + 2a2ω2|| = 2a2 + 2(a1 + a2) + 2|2a2 − a1|
Â

Êd©Ìª�R½{·�¯�¯B�½
¢�±�¢,¯�³L·�½
ai

¢®�'«{©¹¢®£¤È §>³¹�£
½
2a2 + 2(a1 + a2) + 2|2a2 − a1| ≤ 12

©¹¥°¯�³¹©LÆ<·2¢
(a1, a2) = (1, 0), (2, 0), (3, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1)

Â
Ò ¶®«{¢¤£
¥²©L�����½�§ª³L�£{½6³L¢¤½

λ = a1ω1 + a2α2

Æ'·�©V½{§>«�©�¢8��«�³)º»¶¤Æ'·I§>«{©¹�� à ã2Ât��â#�
ω1 − w0(ω1) = 2ω1 = −2ε2 + 2ε3

¢®½
«�Ô�©¹¢®�¦³j§U½{�¥°¥°¢�±�¢"±�¢¤·<¼e£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
2ω1−w0(2ω1) = 4ω1 = −4ε2 + 4ε3 = (2ε3− ε2 − ε1) + (−2ε2 + ε1 + ε3) + (ε3− ε2)

¢¤½�«�Ô�©¹¢®�
½{ª¥²¥°¢1±�¢1«�£
�©¹½6£{§ª ¤©L��¢¤½®Â
3ω1 − w0(3ω1) = 6ω1 = −6ε2 + 6ε3

��¢"½¤º»¶¤ ®£{©L«�¯I§>½� ®�¥°¥²¢1½
�¥²¥°¢�±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
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h¨��Äim
G
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ω2 − w0(ω2) = 2ω2 = 4ε3 − 2ε1 − 2ε2 = 2(2ε3 − ε1 − ε2)
½¤º»¶¤ ¤£
©L«� ¤�¥°¥°¢°½
�¥°¥²¢Î±�¢°±�¢¤·<¼

£�§> ¤©¹�2¢¤½¤Â
ω1 + ω2 − w0(ω1 + ω2) = 2ω1 + 2ω2 = −2ε2 + 2ε3 + 4ε3 − 2ε1 − 2ε2 = 6ε3 − 4ε2 − 2ε1

È+��¢
½¤º»¶¤ ®£{©Ê«	¯I§ª½i ¤ª¥²¥°¢Ì½
�¥²¥°¢6±�¢r«�£{ª©¹½ £{§ª ¤©L��¢¤½®È�±�¢�¥6Ñ¤¥°¢

2ω1 +ω2−w0(2ω1 +ω2) = 4ω1+2ω2 =
−4ε2 + 4ε3 + 4ε3 − 2ε1 − 2ε2 = 8ε3 − 6ε2 − 2ε1

Èd¢®«
3ω1 + ω2 − w0(3ω1 + ω2) = 6ω1 + 2ω2 =

−6ε2 + 6ε3 + 4ε3 − 2ε1 − 2ε2 = 10ε3 − 8ε2 − 2ε1

È���¢"½{ª�'«�¯I§>½�½
�¥°¥²¢1±�¢1«{£{�©L½�£�§ª ®©¹��¢®½¤Â
¥ ©L��½{©_È

�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ ÿ+þ�mKþ �������
X = G2/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� ������� & � � �[q�y � �M�8��+Â� G2

� ��� �
�8� �
)L	 � � q�� � � � � � � � � � ��	l� �=� 	�	 ��GI+S� X 6= XG2 = G2/P2 � X 6= G2/P1 ³ � � 9 ��������� G2 ) ��+ ��	��
� � )L� ���8� � � � �<��� � λ = ω1

¶����
X 6= v2(G2/P1) ³ � � 9 ���=�M��� G2 ) ��+ �4	��K� � )L� ���8� � � � �<��� � λ = 2ω1

¶  
!#	 � � � X �i$ ����� )1� � δσ∗

?���� , �����z�  �  
W;�z -�Éø%3Vø� ÑdnË3úiøÂ�� �ðp�e5�D1�ø� 

(G/P )∗ Ï ú3�Lðp� G Ò ���]ðVúiø%3[ø%WU�8ø± ��_ù�úÖü8ø Ï ú3�S�Éø'�L��� ø<ü ü ø<ùûø��]��p�L�fù®�ü ø� 
¥ Ãª¢¤ ���ª½Í É§>³¹ ¤·2³¹½¤ÈV��ª·�½G§ÉÃ�ª��½G¶®«�§ªÔ�³L©)ÈV¯�ª·�£� x¡�§ªÆ'·�¢�´�£{ª·�¯�¢°±�¢¨ÅV©L¢¨½
©¹¥°¯�³¹¢>È3·���¢¨³L©¹½�«�¢°±�¢

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½Í¯Bª«{¢¤�«�©L¢¤³¹³L¢¤¥°¢¤�«
δσ∗

Ç�±�¶-¢8¢® ®«{©LÃ�¢®½¤ÂÖÅVª£{½{Æ'·�¢
δX∗ = 0

¢¸«
δσ∗ = 0

È
X∗

¢®½
«U·��2¢,¡Àd¯B¢¤£kÇ
½{·2£�¢ §ª ®¢µ¢¸«

σ(X)∗
¢¤½�«¨·��2¢µ ®�¥²¯B�½{§ª�«�¢¦±�· ³L©¹¢®· ½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£U±�¢

X∗ ±�¢µ ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹�� 1
Â ¥ ©¹��½
©

δX∗ = δσ∗ = 0 ⇒ X∗
�Kº»¢¤½�«Î¯I§ª½U·��2¢e¡À<¯B¢¤£{½
·�£�¢ §> ¤¢¦���£
¥¨§ª³L¢ªÂWÊd©6��  ®���½{©L±�¿¤£
¢�³¹¢®½GÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½

�Ô2«{¢¤�'·�¢®½�¯I§>£� ®¢¤½� É§ª³L ¤·�³L½¤ÈK©_Â�¢>Â!Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½"¡��¥°�´�¿®��¢¤½1«�¢®³¹³L¢¤½1Æ'·�¢
δσ∗ 6= 0

È3§ª³L�£{½1ª�û§�·���¢°³¹©L½
«{¢
±�¢¾Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½r¡��¥°�´�¿®��¢¤½rÆ<·2©! ¤ª�'«{©¹¢®�'«6��¶¤ ®¢¤½{½{§ª©¹£
¢¤¥°¢¤�«6«{�·2«�¢®½6³¹¢®½rÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½r¡��¥°�´�¿¤�2¢¤½Ì¯B�·�£r·��
´�£
�·�¯B¢,±�¢¦Å3©¹¢²½{©¹¥°¯�³L¢ªÈ[±���«Î³¹¢²±�·I§ª³6¢®½
«Î·��2¢,¡Àd¯B¢¤£
½{·�£�¢ §ª ¤¢e���£
¥¨§>³¹¢ªÂÓËÌ¢¸«{«�¢�³L©¹½�«�¢¨¯B¢¤·d«.Ñ®«�£
¢
¢¤�2 ¤�£
¢¾£{¶®±�·�©Ê«�¢�¢¤�,±2¢¤¥²§ª��±I§ª�«

δX∗ = 0
¢®«r¢¤�°«�¢®�I§ª�«Ì ®�¥°¯2«�¢�±�¢¤½r£{¶®½{·�³Ê«x§>«{½Õ±2·, x¡I§ª¯�©Ê«�£
¢ _ Â'Ëi�

¢-Ì�¢®«6���·�½Ì§�Ã<©L���½Ì¥°��«�£
¶¾ ®�¥²¥°¢�§ª¯�¯�³L©¹ É§f«�©¹ª�°±2·,«�¡�¶®�£{¿®¥²¢�±�¢1Ï1���¯,Æ'·�¢¾³¹¢¤½ÕÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½r±2·I§ª³¹¢®½
±�¢®½6Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�§ª±fÄ
�©L�«�¢¤½®Èd¯B�·�£

G 6= Sp2n

¢¸«
G 6= G2

È<¶®«x§>©¹¢¤�«�±2¢¤½�¡À<¯�¢®£{½{·2£�¢ §ª ®¢¤½�½{©L��´�·�³L©¹¿¤£
¢¤½r¢¤�
 ¤<±�©L¥²¢®��½{©L��

1
Â Ò ¢Î¥KÑ®¥²¢Í³¹¢G ®�£{�³L³j§ª©L£{¢�ã,���·2½�±2©L«�Æ'·�¢>È3¯�ª·�£

d > 2
È
vd(P

n)∗
¢¤½
«"½
©¹��´ª·�³¹©L¿¤£{¢

¢¤�² ¤<±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�
1 à ¢¸«Ì¥6Ñ¤¥°¢�¯�³¹·2½r¯�£
¶¤ ®©¹½{¶®¥²¢®�« δσ∗ = 0

â¸Â Ò ·²¥KÑ®¥²¢� ®�£{�³L³j§ª©L£{¢6ª�¨�Ô2«{©¹¢®�'«rÆ'·�¢
v2(G2/P1)

∗ = v2(Q
5)∗

¢¤½
«�½
©¹��´�·2³¹©¹¿®£{¢�¢®�µ ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹��
1
Â

���$§U±���2 �³¹§G³¹©L½
«�¢1½
·�©LÃ>§ª�«{¢6�
Êd�©Ê«

X = G/P ⊂ P(Vλ)
·2��¢1Ãª§>£{©¹¶¸«�¶1¡�ª¥²�´ª¿¤��¢1¯B�·�£�·��e´�£
�·�¯B¢1±�¢�ÅV©L¢1½{©L¥²¯�³L¢�«{¢¤³¹³L¢1Æ'·�¢

δX∗ = 0
ÈI§ª³L�£{½�½
©

X∗
¢®½
«����£
¥¨§ª³L¢ªÈ

X
§>¯�¯I§ª£�«�©¹¢®�«�¬Î³¹§U³¹©¹½�«�¢�½
·�©LÃ>§ª�«{¢ªÈ

G(2, 2n) v2(P
n) F1,2(C

n+1) F1,n−1(C
n+1) G(3, n + 1)

Qn S6 S7 GQ(3, n)
Gω(2, 2n) F1,2,ω(C2n) Gω(3, 2n)

F4/P3 F4/P4

E7/P2 E7/P7

E6/P1 E6/P3

G2/P2.
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fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

{ �·2£,�Ô2«{¢¤��©L£¨·���¢� ®³j§ª½
½{©ÊáI É§>«{©¹�� ±�¢¤½¨±�©¹½
 ¤£{©L¥²©L�I§ª�«�½®È	¯��·2£¨³¹¢®½¨Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½¨¡2�¥²ª´�¿¤��¢®½¤ÈrÆ<·2©
 ¤ª£{£{¢®½{¯B���±�¢®�«¾¬U±�¢®½�¡Àd¯B¢¤£
½{·�£�¢ §ª ¤¢®½¾��ª£{¥²§ª³¹¢®½¤È<©¹³]¢ §>·2«�¢¤�2 ¤�£
¢�¯2£{�·2Ãª¢¤£�Æ'·�¢" ¤¢®£
«x§>©¹��¢®½6Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½
±I§ª�2½Ö³j§�³¹©L½
«�¢	��«Ö±�¢¤½ÖÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½Ó±�·I§ª³L¢¤½[½{©L��´�·�³L©¹¿¤£
¢¤½[¢¤�G ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹��

1
Â>Þ��·2½ §ª³L³¹���½V±�ª�� Ì±I§>��½ ³¹¢®½

¯�£
d x¡I§>©¹��¢®½¾½{¢® ®«{©¹���½�¯�£
¶¤ ¤©L½{¢®£¾ ¤¢�£{¶®½{·�³Ê«x§>«�¢®«¾³)º»¶®«�¢®��±�£
¢G§ª·d¼¦Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½�½{�·2½¾³)º�§ª ¸«�©¹ª�
±Kº»·��e´�£{�·2¯�¢"±�¢�Å3©¹¢�½
¢¤¥°©ÊÇ�½{©¹¥°¯�³L¢ªÂ

�²å�ä Ó¥�"ë õ ì"í¸î¸ïVè���ñ
∆(G/P )

Ð�§>¯�¯�¢®³¹��2½¾Æ'·�¢¤³LÆ'·�¢¤½�¢A¼d¢¤¥°¯�³¹¢®½¾ ¤ª���'·�½1±�¢�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½�±���«�³L¢�±�·�§ª³Ó¢®½
«1·2��¢Í¡ÀÇ
¯B¢¤£{½
·�£�¢ §> ¤¢����£{¥²§ª³L¢ªÂ

�XÛµÚCÛ�Ü Ôy�#è���Õ|�Yè[ã]ÖZÞ¨ß1à=áiâ1á[ã]x#æ�� æ����[ç#è[ã ä#æ¨çUâ×�=è äE�#Þ��ºè[ãÂâ]�#çYèØx{z|�Tè�ß*Ù
ã2�7ßVÚ�Þ�wiè çYæ3ßD� Þ��=è

÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ÅKþ¹ýKþ ÿIþ	Û � )L� � � � � � 	%$ ��w'� � )L	 �4��� X = v2(P
n) ⊂ P(S2(Cn+1))  ;BC�.) ��+��3�<��� � �z� /C� �

X
§ 	��R)L� ��p������<�  �\� � �z��� � ��� 	%$ � � 9 �����º����� � � � � �������º��� �%��� q 1

� ��� � 	%$ ��	 q�y 9 � ������� � � � � �������� ( � ��� � �<GI+A���  ;: � ��� � � ��+>� 	%$ �� � � �5����p � �  �IGI+S� X∗
�����¨��� �A� ��� )1���#	%$ �%GI+ � �z��� � {det = 0} � ��������7��� � ���\�8� � � �µ)A& �H§ 	��H)L� ��p������z�  �\� � �<��� � ����� � � � � �������T� ( � ��� � �<GI+S���.��� ����� q � + )L	 +Â� n  ¨2 �

	 ����+H��� � q�+ 	 ��� � ��� {det = 0}
����� 	%$ � � �8� �69 	 �F����� � � � � �������Y��� �%��� q � + )L	 +>� n−1  Só�� �\� 	%$ ��� )1� �������� � � � � �������4� ( � ��� � �<GI+A������� ����� q n + 1− i

�����X���.���I��� � � � ����� � i(i+1)
2

� ��� � S2(Cn+1)  FBC�� 9 �<��� � � � � � ��� codimX∗X∗×¹ØÚÙ{Û = 2  
¥ Ã>§ª�«�±�¢R¯�£
�¯B�½{¢®£�³¹¢0¯�£
d x¡�§ª©¹� ¢A¼2¢®¥²¯2³¹¢ªÈ¾©¹³Í�2�·�½R¢ §ª·2«�©L�«�£{<±�·�©L£{¢0³L¢¤½$Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½®�8��+>��?

� �Mp���� � ������¢¤��£{¢®¯�£{¢®�I§ª�«"³j§°«�¢¤£
¥²©L���³L�´�©¹¢1±2¢ | Å!Ç�F _ ��� ãdÈ�Å!ÇÜF _ �a� ���)ÂiË ¼d¯�³L©¹Æ'·���2½�Ô�£{©L¶®Ãª¢¤¥°¢¤�« ¤¢¸«{«{¢¨��ª«{©¹����V½{�©Ê«
g
·���¢¨§ª³¹´�¿®Ô�£{¢°±�¢¨ÅV©L¢Î±�¢¨¯�³L·�½�¡I§ª·2«{¢¨£�§> ¤©¹�2¢

α̃
ÂZÊd·�¯�¯B�½{ª��½G±�¢°¯�³¹·2½ÍÆ'·�¢

α̃ = ωi

½{�©Ê«Ì·��²¯�ª©¹±�½¨¢8���±I§>¥²¢®�'«�§ª³)È¢¸«Ì ®���½
©¹±�¶®£{���½
XG = G/Pαi

⊂ P(g)
½{§�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¾§ª± Ä
�©¹�«�¢>Â

Êd�©Ê«
H ⊂ Pαi

³¹¢�½{�·�½kÇÁ´�£
�·�¯B¢¾±�¢¾Å3©¹¢�½{¢¤¥°©ÊÇ�½{©L¥²¯�³L¢6�Ô2«{¢¤�'·¦¬�¯�§ª£
«{©¹£Õ±�¢
G
¢®�,¢-Ì!§�ÎÉ§>�'«Ì³¹¢���<¢¤·�±

 ¤ª£{£{¢®½{¯B���±I§>�'«�§ª·�¯B�©L±�½^¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³
ωi

ÂIÅiº�¢®½{¯I§> ¤¢1«x§ª�2´�¢¤�«
T̂xα̃

XG = gxα̃

½
¢1±�¶¤ ®�¥²¯B�½
¢1¢¤�
½{ª¥²¥°¢1±�¢

H
ÇÁ¥°<±�·�³¹¢�©¹£
£{¶¤±2·� ®«{©¹Ô�³L¢¤½¤È

T̂xα̃
XG = T̂1 + T̂2.¥ Ã�¢¤ 

T̂1 =
⊕

β∈g,mi(β)=1 g−βxα̃

È2¢¸«
T̂2 =< xα̃, [x−α̃, xα̃] >

Â2Å3¢
H
ÇÁ¥°<±�·�³¹¢

T̂1

¢¤½
«�³¹§�£
¢¤¯�£
¶¤½{¢®�dÇ
«x§f«�©¹ª�1�Ô2«�¢®�'·�¢r¢®��¥²§ª£
Æ<·�§ª�«Ó³L¢¤½3��<¢¤·2±�½Ó±2·�±�©¹§ª´�£{§ª¥²¥°¢Ö±2·�´�£
�·�¯B¢i½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢

H
Æ'·�©'¶®«�§ª©¹¢®�«

§ª±fÄ{§> ¤¢¤�«{½�§ª·,��<¢¤·2±� ¤�£
£{¢¤½
¯�ª��±I§ª�«�¬
ωi

¯��·2£Ì³¹¢�±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢�±�·,´�£
�·�¯B¢
G
ÂgÊ<�©L«r¥¨§>©¹�«�¢®�I§ª�«

Y ⊂ P(T1)
³_º��£
Ô�©L«{¢�¢8¢¤£{¥°¶¤¢e¯B�·�£

H
ÂrË¾º�¢®½
«� ®¢®«{«{¢µÃ>§ª£
©¹¶®«{¶µÆ'·�¢µ³)º»�� ±2¶®áI��©Ê«¨ ®�¥°¥²¢�Ã>§ª£{©L¶®«{¶

½{ª·�½�ÇÁ§ª±fÄ
�©L�'«{¢ªÂIÅ3¢1³L©¹¢¤��¢®�«�£{¢" ®¢®«{«{¢"½{�·�½kÇÁ�£
Ô�©L«{¢¾«�£
¿¤½�½{¯B¶¤ ®©j§ª³L¢1¢®«�³L¢¤½�©¹�Ã>§ª£
©j§ª�«�½Ì±�©tÌ�¶¤£
¢¤�«�©L¢¤³¹½Ì±�¢
X∗

G

¢®½
«�¢¸¼d¯�³L�©L«{¶1±I§ª��½ | Å!ÇÜF _ �a� ã��)ÂBËÌ¢"³L©¹¢¤��¢®½
«�³¹¢1½
·�©LÃ>§ª�«4� Y = Base|IIXG,xα̃
|
Â

Êd x¡�¶®¥¨§>«{©¹Æ'·�¢®¥²¢®�'«���e£{¢¸«�£
�·2Ã�¢" ®¢®«{«{¢�ª£{Ô�©Ê«�¢1±�¢"³j§
¢ §QÎ¤��¦½{·2©LÃ>§ª�«�¢.�
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cp¸

Þ�ÞÞ�Þßß

à�àà�àá�áá�áâ�ââ�âãã
ää
ää
ä
åå
åå
å

ææ
ææ
ææ

çç
çç
çç

YSL2×SO2n−4
= SL2/Pα1

× SO2n−4/Pα1
= P1 ×Q2n−5

XSO2n
= SO2n/Pα2

è�éëêÐì ã2Â��cí Ò ¢¤½{ ®£{©L¯2«�©L��¦½{ x¡�¶®¥¨§>«{©¹Æ'·�¢"±�¢
YSL2×SO2n−4 ⊂ Txω2

XSO2n

÷#Ò3ø<ùûúÓü8ø ÅKþLýKþ¹ýKþ
X = P1×P1×P1

����� 	��H���� �������7�8��+Â��? � �Mp���� � ���5��� XD4 ⊂ P(so8C)  ]ØU	 +Â�q�� � � ����	 � � � � � X = Qn×P1
����� 	��.���� �������#�8��+>��? � �Mp���� � �=�@��� XBm

���
m = n+5

2

��ÕÀ���
XDm

���
m = n+6

2
 

�M���+ú3�L ������0�]�×ÅKþLý3þ ÿIþ
(Qn × P1)∗ �i$ ����� )1� �@��� � q�+ 	 ��y � �
� � ���I��� � � � ����� � 1

���U���3�8��+ 	 � � � � �J���
n > 1  

Å3¢¤½,¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©ÊÃd©L½�§>«{©¹��2½²±�¢®½
SOn+1 × SL2

Ç��£{Ô2©L«�¢®½²±2¢
Cn+1 ⊗ C2

��«�¶¸«�¶$±2¶¤ ¤£
©L«{¢¤½,±I§>��½| ÅKÇ�F _ �a� ���)Â { �·�£ n > 2
��e§��

Qn × P1 ⊂ Pn+1 × P1 ∪ {[b⊗ e + c⊗ f ]|b ∧ c ∈ GQ(2, Cn+2) e, f ∈ P1} ⊂ τ(X) ⊂ P2n+3.

���²¯B¢¤·2«r§ª³L�£{½Ö¥²��«{£{¢¤£	Æ'·�¢
τ(X) ' X∗

Â'ÅV§1£{¢®·���©¹ª�²±�¢®½	�£{Ô�©Ê«�¢®½
Pn+1×P1∪{[b⊗e+c⊗

f ]|b∧ c ∈ GQ(2, Cn+2) e, f ∈ P1}
 ®�£{£
¢¤½
¯���2±,§ª·²³¹©¹¢®·Î½{©¹�2´�·�³¹©L¢¤£i±�¢

τ(X)∗
Â { �·�£

P1×P1×P1

à  ¤§ª½ n = 2
â�·���¢°±�¢¤½
 ¤£{©L¯2«�©L��û½
©¹¥°©¹³¹§ª©¹£
¢�¢A¼2©L½
«{¢¨¥²§ª©¹½1³L¢°³L©¹¢®·�½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£1±�¢

(P1 × P1 × P1)∗
½
¢

±�¶® ¤�¥°¯�ª½{¢G¢®�.«�£{ª©¹½� ¤�¥°¯�ª½�§ª�«�¢®½�©¹£
£{¶®±�·� ®«{©¹Ô�³L¢¤½�±�¢G ®d±�©L¥²¢®��½{©L��
2 à Ãª�©¹£¾§ª·�½{½
© |~} Ç����8�a�a���CâAÂ

Ëi�2áI�°½{©I��Î ®���½{©L±�¿¤£
¢�³¹¢�¯�£
d±�·2©L«i±�¢YÊd¢®´�£{¢�±!º�·��2¢� ®���©¹Æ'·�¢�¢¸«Õ±Kº�·2��¢�±�£{�©Ê«�¢>È
Q1×P1 ⊂ P5 §ª³L�£{½

P2 × P1 ⊂ τ ×¹ØÚÙ�Û (Q1 × P1)
¢¤½�«�±2¢� ®d±2©¹¥°¢¤��½
©¹��

1
Â
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W	ø' Ñîg1�Q�0�>�8�� ï3[øHð�1a�S�>ñ>SY�î]�L�0�Åg�òJVó ÿ*m:mSÅ!o�^
Å3¢¤½µÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½¦±�¢®Êd ®�£[�¤§�¢8·�£
¢¤�«$©L�«�£{<±�·�©Ê«�¢®½�¢®«µ ¤³j§>½{½{©ÊáI¶¤¢®½µ¯�§ª£ÅarÂ7�K§�Ä | �K§�ÄÀ�8����ãQ�_Â�ËÌ¢¤½

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½Õ´�¶¤��¶®£�§ª³L©¹½
¢¤�«Ì³L¢¤½	Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½r±2¢@Êd¢¸Ã�¢¤£
©�Æ'·�©B½¤º»�Ô2«{©¹¢®����¢¤�«Ì ¤�¥°¥²¢� ¤§ª½Ì³L©¹¥°©L«�¢Ì±�·²«{¡�¶¤�£
¿¤¥°¢
½{·2©LÃ>§ª�«4�
\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþLýKþ_ÿ]YôòJVó@^ þ �������

Xn ⊂ Pn+a
+ � � ���� ������� 	 �\���8� � � � ����q�� � � � ��� � �=� 	�	 �ÀGI+A�

a < n
2

+ 2 �^��	 � � � σ(X) = Pn+a  ÅV§°±�¶¸áI��©Ê«�©¹ª��±�¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢TÊd¢®Ãª¢¤£
©[¢®½
«�±���2 ªÈ
���>�J�"�0�8�<�L� ÅKþLýKþ ÿ+þ BC�r��)>) � 	�	 � ���� �������±�������  � � � � + � � ���� ������� Xn ⊂ Pn+a 	 �\���8�À��� � � �����q�� � � � ���4��� 	�	 �TGI+S� σ(X) 6= Pn+a ���

a = n
2

+ 2  ,Á³3¢¸¼d©¹½�«�¢"Æ'·I§>«{£{¢1Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½�±�¢TÊd¢®Ãª¢¤£{©VÆ'·�©3½
��«T�

v2(P
2) ⊂ P5 P2 × P2 ⊂ P8 G(2, 6) ⊂ P14 E6 = E6/P1 ⊂ P26.{ �·2£1±�¶®áI�2©¹£�³L¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢6Ê< ¤�£M�É§2È�©¹³Z¢ §>·2«1©¹�«{£{<±�·�©¹£
¢Í³L¢¤½�½
¶¤ É§>�'«{¢¤½"±�¢U±�©L¥²¢®��½{©L��.½
·�¯�¶AÇ

£{©L¢¤·�£
¢¤½®Â
���>�J�"�0�8�<�L� Å3þLýKþLýKþ ò � ��� �^��� �A� ��� k + 1 ) ��� � ��� � x1, ..., xk+1 �J� ���=� � � )1��� Pk

x1...xk+1
	 � k

? )L	����
)1� ��� ��� � )1��� ����� ) ��� � ���  ]!#	 � � � ) ��+ � X ⊂ P(V ) � � � ���0/ � ��� 	�� k

?���y � � ���� �������@�����Y�8��� ��� �����4���
X )1�����

σk(X) =
⋃

x1,...,xk+1∈X

Pk
x1...xk+1

.

ËÌ�¥°¥²¢²¯��·2£Í³¹¢®½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½G±2¢¤½G½
¶¤ É§>�'«{¢¤½U©L³r¢A¼2©L½
«{¢,·���¢,�2ª«�©L��û±�¢¨±�¶-¢ §ª·d«ÉÂi���0½®ºÐ§f«{«�¢®��± ¬
§ÉÃ��©L£1±�©¹¥

σi(X) =
±�©L¥

X +
±�©¹¥

σi−1(X) + 1
¢®«��� ¯B¢¤·2«�±�¶¸áI��©L£"§ª©¹��½
© ·���±�¶-¢ §>·2«"±Kº»�£{±�£
¢

i
È

δi =
±�©¹¥

X +
±2©¹¥

σi−1(X) + 1−
±�©L¥

σi(X)
ÈI§ÉÃ�¢® 

δ1 = δσ

Â
Å3¢¤½[£{¶¤½
·�³L«�§>«�½[½{·2©LÃ>§ª�«[±�·�½Ó¬5�K§�Ä� ®���±�·2©¹½{¢®�« ¬�³j§�±�¶®á���©L«{©¹��"±�¢®½[Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½[±�¢UÊd ¤ª£[�É§dÂ>Þ�ª«�ª��½

¯I§ª£
k0

³¹¢1¯�³L·�½�¯B¢®«�©Ê«�¢¤�«�©L¢¤£
k
«�¢®³3Æ'·�¢

σk(X) = Pn+a
Â

\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþLýKþLýSYôò3!ó@^ þ �S�
1 ≤ i ≤ k0 �^��	 � � � δi ≥ δi−1 + δ1  � �S���Bü ü<g�<� ø�~�Yôò3Vó4^ þ

k0 ≤
n
δ1

.ËÌ�¥°¥²¢�¯B�·�£	³¹¢®½iÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½Õ±2¢#Ê<¢®Ã�¢®£{©_È1�K§QÄÍ±�¶¸áI��©L«Õ³L¢¤½iÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½	±�¢YÊd ¤�£M�É§" ¤�¥°¥°¢� É§ª½Õ³¹©L¥²©Ê«�¢
±�¢"½{¢®½�¯2£{¶¤ ®¶¤±�¢®�«�½¾£
¶¤½
·�³L«�§>«�½®È
���>�J�"�0�8�<�L� ÅKþLýKþtÅ3þEÖ � � ���� ������� Xn ⊂ Pn+a

�����F���M����� � � � ���^� 	�	 �.����� 	 �\���8� �;� � � ����q�� � � � ������^GI+S�
� $ + � � )1��� � k0 = [ n
δ1

]
���^� $ � +'� � � )1��� � δi = iδ1  ���µ¯I§>£{³¹¢1±2¢

k
Ç�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶�±�¢TÊd ®�£[�¤§°¯B�·�£�¯�£
¶¤ ®©¹½{¢®£�³¹§ÍÃ>§ª³¹¢®·�£�±�¢

k0 = k
Â

Å3¢¤½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�±�¢TÊd ¤�£M�É§Î½{��«M�

v2(P
n) ⊂ P(S2V n+1) Pn × Pn ⊂ Pn2+2n G(2, 2n) ⊂ P(∧2V 2n) E6 = E6/P1 ⊂ P26.
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cLô

Å3¢¤½
2
Ç�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½Ì±�¢TÊd ¤�£M�É§Î½{��«�³¹¢®½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�±�¢TÊd¢®Ãª¢¤£{©_Â

Å3¢¤½
k
Ç�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�±2¢
Ê< ¤�£M�É§Î½{��«�«��·d«�¢¤½�¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½�¢¸«� ¤�£
£{¢¤½
¯�ª��±�¢¤�«¾§ª·d¼�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�¯2£{fÄ
¢® ¸Ç

«�©ÊÃ�¢®½Õ±2¢¤½	¥¨§f«�£{©L ¤¢®½ ±�¢�£�§ª�2´
1
±I§ª��½	±�¢®½r§>³¹´�¿®Ô�£{¢®½i±�¢E?ª�£{±I§>�°±2¢�£{§ª��´

k+1
Â<ËÌ¢�³¹©L¢¤�G¶¸«�£
�©L«	¢®�'«{£{¢

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½ ±�¢FÊd ¤�£M�É§�¢¸«	§ª³¹´ª¿¤Ô�£
¢¤½ ±�¢Ð?ª�£{±I§>�Î§�¶®«�¶Ì¶®«�·2±�©¹¶6¢®�Î±�¶®«�§ª©¹³L½Ó¯I§>£ { Â�Ë�Â'ËÌ¡I§ª¯�·d« | ËÌ¡ _ �a� ã��_Â
{ �·2£

X
·��2¢"Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶1¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©LÃª¢ªÈI��¦¯B¢¤·2«�£
¢¤´§>£{±�¢®£�³¹§G½
«{£�§>«{©LáI ¤§>«�©L��,±�¢

X∗ ©¹�2±�·�©L«{¢1¯I§ª£�³¹§¥G·�³Ê«�©L¯�³¹©L ¤©L«{¶ªÈ
X∗

k = {H ∈ X∗|multH ≥ k}
ÂKÅ[§�±�¢®½{ ®£{©¹¯d«�©¹ª��±2¢¤½1Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½1±�¢KÊd ¤ª£[�É§¦ ¤ª¥²¥°¢

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢"¥²§>«�£
©¹ ¤¢®½�±�¢"£�§ª�2´
1
 ®���±�·�©Ê«�§ª·d¼¦©L½{�¥°�£
¯�¡�©¹½
¥²¢®½Ì½
·�©LÃ>§ª�«�½®È

½{©
X
¢¤½�«�·2��¢

k
Ç�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶1±�¢TÊd ®�£[�¤§²§ª³L�£{½ à Ã�ª©¹£ | �K§�Ä _ �a� �Q�jâ¸È

X∗
i ' σk−i(X).

ËÌ¢¤³¹§�©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢ ¢®�Í¯I§>£
«�©L ¤·�³L©¹¢®£KÆ'·�¢Ì½
©
X
¢¤½�«Ö·2��¢ÕÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶i±�¢^Êd ¤ª£[�É§dÈ>§>³¹�£
½

codimX∗X∗×¹ØÚÙ{Û ≥ 2
Â

W	ø' Ñîg1�Q�0�>�8�� . I�LðZ uj%D3*õI�L�z�L��ø� ö3pA�" ¨ü8øÅ1ag������ù® Ò �<¯�ðVøÅ3Vø6h[� ø�ð@3Vø��]�>dpIü
Ò §ª��½ | Å!ÇÜF _ �a� ���)È�?2Â�F�ÂVÅV§ª��±2½{ÔB¢¤£{´¦¢¸«�Å	Â4Fµ§ª��©LÃª¢¤³ ª�'«" ®���½
©¹±�¶®£{¶Î³j§,´�¶®�¥°¶®«�£
©¹¢G±2·� ¤§ª£{£
¶¥²§ª´�©¹Æ'·�¢²±�¢�aI£{¢®·�±�¢¤�«{¡I§ª³)ÂÖÅ3¢¤½Î§ª·2«{¢¤·�£
½U��«U¶®«{·�±�©L¶,³j§$½�«�£
·� ®«{·�£{¢�©L�2áI��©Ê«�¶¤½
©¹¥²§ª³¹¢Î±�¢®½UÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½

§ª±fÄ
ª©¹�«�¢®½ à Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�½
�·�½�ÇÁ§ª±fÄ
�©L�«�¢¤½�â¸Â2ÅV¢®½6Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½�½{�·2½�Çk§>±fÄ
�©¹�«{¢¤½�§ª©L��½{©��Ô2«{¢¤�'·�¢¤½�½{ª�'«�±2¢¤½ �� ?
� �����=��� � � � +Â�8��+ 	 ��� Y à Ãª�©¹£ | Å!ÇÜF _ ��� �-�jâ¸È6¢¸«¦³¹�£
½{Æ'·�¢ Base|IIY,y| 6= ∅

�� ¯B¢¤·2«¦£
¶¤©Ê«�¶¤£
¢¤£,³L¢
¯�£
d ®¶¤±�¶�¢®«r ¤���½�«�£
·�©¹£
¢�±�¢®½ ���� ���������X�8��+Â��? � � � +>�8��+ 	 ���¸Â { �·�£Õ³¹¢®½ÕÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½r§ª±fÄ
�©L�«�¢¤½ XG

³L�£{½
Æ'·�¢
G = F4, E6, E7, E8

³L¢¤½GÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½Î½{ª·�½�Ç�¥²©L�<·2½{ ¤·2³¹¢¤½Î�Ôd«�¢¤�'·�¢®½¨§>¯�£{¿®½²±�¢®·d¼ ¶®«�§ª¯B¢¤½Î½{��«²³¹¢®½
Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢HÊ<¢®Ã�¢®£{©_ÂK��£�·���¢Í½
¢¤ ¸«�©¹ª�$´�¶®��¶¤£{§ª³¹¢"±Kº»·���¢�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶�±�¢
Êd¢®Ãª¢¤£{©Ó¢¤½�«�¢¤�2 ¤�£
¢�·��2¢�Ã>§ª£{©L¶®«{¶
¡��¥°�´�¿®��¢ªÂIËÌ¢¤½� ¤���½
©¹±�¶®£�§>«{©¹��2½� ¤���±2·�©¹½
¢¤�«�§ª·µ ¤§ª£{£
¶"½{·�©ÊÃª§>�'«¤È

v2(Q
1) P(TP2) Gω(2, 6) OP2 ∩H

½{¢® ®«�©L��e¡'À<¯B¢¤£
¯�³j§ª�2¢
Z ∩H

v2(P
2) P2 × P2 G(2, 6) OP2

Ã>§ª£{©L¶®«�¶1±2¢
Ê<¢®Ã�¢®£{©
Z = Base|IIY |

Gω(3, 6) G(3, 6) S6 E7/P7

Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶1½{ª·�½�ÇÁ§ª±fÄ
�©L�'«{¢
Y = Base|IIXG

|
XF4 XE6 XE7 XE8

Ãª§>£{©¹¶¸«�¶"§ª± Ä
�©¹�«�¢
ËÌ¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½�½{��«�±�¢¤½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½�±2��«�³L¢¤½�§ª³L´�¿¤Ô2£{¢¤½�±�¢�Å3©¹¢1½
��«ÉÈ

so3 sl3 sp6 f4
sl3 sl3 × sl3 sl6 e6

sp6 sl6 so12 e7

f4 e6 e7 e8Ë¾º�¢®½
«U³L¢�� ���*� � � � q��<GI+S�O���ï� � ��+1��� � � &1��	 ±Kº�§ª³¹´ª¿¤Ô�£
¢¤½�±�¢,Å3©¹¢°½{¢®¥²©�ÇÁ½
©¹¥°¯�³¹¢®½¤ÂVÅV§eÃª¢¤£{½
©¹��û±�¢aI£{¢®·�±�¢¤�«{¡I§ª³¾¢¸« ì ©Ê«�½¨£
¢¤¯B�½{¢$½{·�£²·���¢. ®���½
«{£{·� ¸«�©L�� ±Kº�§ª³¹´ª¿¤Ô�£
¢µ±�¢.ÅV©L¢µ½
¢¤¥°©ÊÇ�½{©¹¥°¯�³L¢¦¬û¯I§ª£�«�©¹£
±Kº»·���¢"¯I§ª©L£{¢

(K1, K2)
aï

Ki = R⊗ C, C⊗ C, H⊗ C, O⊗ C
¢¤½�«�³¹§G ¤�¥°¯�³L¢¸¼d©LáI ¤§>«�©L���±�¢

R
È

C
ÈI±�¢¤½�Æ'·I§>«{¢¤£{�2©¹���½

H
ª·e±2¢¤½�d ¸«x§ÉÃ�¢®½

O
Â



cVU d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

Å3¢¤½Õ§ª·2«{¢¤·�£
½r¶¸«�·�±�©L¢¤�«	¢¤�°±�¶¸«x§ª©L³¹½i³¹¢®½i�£{Ô2©L«�¢®½i±�¢¤½	£
¢¤¯�£
¶¤½{¢®�«x§>«{©¹���½r§ª½
½{< ¤©¹¶®¢¤½Õ§ª·d¼GÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½i±�¢
³j§�«�£{ª©¹½{©L¿¤¥°¢�³L©¹´��2¢�¢¸«�¢¤�¦±���2��¢¤�«�·��2¢1±�¶¤½
 ¤£{©L¯2«�©L��,·��2©LáI¶®¢ªÂIÅV§Í¯�£
�¯B�½{©Ê«�©¹ª�¨½{·2©LÃ>§ª�«�¢�½®º�ªÔ2«�©L¢¤�«
¢¤�e£{¢®´�£{ª·�¯I§ª�«�³¹¢®½�¯�£{�¯B�½
©L«�©L���½ ` Âlî2È ` Ât� � ¢¸« ` Ât����±2¢ | Å!ÇÜF _ �a� �I�)Â
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþLýKþ¹ýKþöY[W¨A�43Z -9iøÂ� Ò jø÷ A�"�ëî�ø<ü_^ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� ���������\����+A�Ï��� 	��� � ���\����y � � 	 �ùq � �T��+�� ���*� � � � q��<GI+A� & � � �[q�y � �#�8��+>� 	%$ � ���<��� � ���

G  ?
V � ��w � ����� � � � � 4

?%� � 9 �������.� Ô�� �<GI+S���4�8��+>� 	%$ � ���<��� � ���
G

���\���z� � �������H��� {0} � ���XGI+'�3�8� � �� � ��� �A� ����� ) ��+ �4	%$ � � � 	 +Â����� �1�
X = X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ P(V ).?

X∗
1 ' X3  ?

X2 ' X∗
1 ×¹ØÚÙ{Û  ?

codimX3X2 ≥ 2 ³µ ��� �Xùz2 ? ó ö1ü>ü�ñ�ý ) ��+ � + � � ��	 ��+ 	')L� �����\�
�����T��� � � � ����� � �M�����
� � 9 ��������¶  ¥ ©L��½{©	³¹¢®½�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�±�¢°³j§�«�£{ª©¹½{©L¿¤¥°¢Î³¹©¹´ª��¢U±�·0 ¤§ª£{£
¶²¥²§ª´�©LÆ<·2¢°ª�'«Í¯�ª·�£1Ãª§>£{©¹¶¸«�¶°±�·I§ª³L¢²·2��¢
¡À<¯�¢®£{½{·2£�¢ §ª ®¢¾���£
¥¨§>³¹¢ªÂ<,Á³I ¤��Ã<©¹¢®�'«r±�¢���ª«{¢¤£Õ©¹ ®©�Æ'·�¢

X = P1×P1×P1 È«�£�§>©L«�¶�±�§ª��½	³)º»¢¸¼d¢¤¥°¯�³L¢ã2Â _ Â _ Èd½®º�©L�«�¢¤£
¯�£{¿¸«�¢1§>·�½{½
©! ¤ª¥²¥°¢¾·��2¢¾Ã>§ª£{©L¶®«�¶�±�¢�³¹§�«{£{�©L½{©¹¿®¥²¢�³¹©L´���¢�¯B�·�£Ì·2��¢¾Ã�¢®£{½
©¹���¶¸«�¢¤�2±�·�¢
±�·e É§ª£
£{¶"¥²§ª´�©¹Æ'·�¢>Â�Å3¢¤½�£
¶¤½{·2³L«x§f«�½�¯�£{¶® ¤¶®±�¢¤�«�½�½{��«�§ª³L�£{½6Ã<£�§>©¹½�¯B�·�£

P1 × P1 × P1
Â

�XÛµÚCÛ�Ú ú á[ã*�c�µâ'Þ3â'ã�äYè]ûMÞ�ü ã*�Yß���Þ çYæ3ßD� Þ��=à�â'á äYè
X∗

Þ��·2½²£{§ª¯�¯B¢¤³¹ª��½U±I§ª��½° ¤¢¸«{«{¢µ½
¢¤ ®«{©¹�� ±�¢®·d¼ «�¡�¶®�£{¿®¥²¢®½²±2·�½°¬®�K§�Ä à | �K§�ÄÀ�8��îa�dÈ¨Ð�x�8�a���dÈ
ì ¢ _ �a� �Q�jâ¸Â Þ��·�½Î±�¶®±�·�©L½{���½U±2· ¯2£{¢¤¥°©¹¢®£GÆ'·�¢¦½{©

X = Gω(2, 2n)
ª·

X = F4/P1

È §>³¹�£
½
X∗�Kº»¢¤½�«Ì¯I§>½Õ·2��¢�¡À<¯B¢¤£{½
·�£�¢ §> ¤¢¾�2�£{¥²§ª³¹¢>Â ¥ ¯I§ª£�«�©L£i±�·¨½
¢¤ ¤ª��±²«{¡�¶¤�£
¿¤¥°¢ªÈ��ª·�½Õ«{£�§ª©Ê«���2½i³¹¢� É§>½r±�¢®½

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½�¯B�·�£�·��e´�£
�·�¯B¢�±2¢�Å3©L¢�½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢ªÂ
¥ Ã>§ª�«�±Kº»¶¤��ª�� ¤¢®£�³L¢1¯�£{¢®¥²©L¢¤£6«�¡2¶¤�£
¿¤¥°¢ªÈ���ª·�½¾§ÉÃª���½�Ô�¢®½{�©L�µ±!º�·��2¢�±2¶®áI��©Ê«�©L��KÂ

���>�J�"�0�8�<�L� ÅKþLý3þ½éVþ BC� ��� �%� GI+ $ + � � ���� ������� 	 �\���8� Xn ⊂ Pn+a � � � ���7+ � ����wa��� � ����� �1� ���X� 	��wa�\�����6+ � � ���� ������� X̃n+1 ⊂ Pn+a+1 � � � ����q�� � � � ���O���#+ �®&�(*) � �µ)L	���� H ∈ Pn+a+1∗
��� 	 ��GI+A�

X = X̃ ∩H  
\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþLý3þtÅZYøò3Vó@^�þ �������

X ⊂ P(V )
+ � � ���� �����=� )L� ��p������z�  � 	 �\���8�  Y!#	 � � � X∗

�����
� � � � ��	 � ⇒ X �i$ � � � ��� )1� �T� $ ��wa��� � ����� �L 
ý úÓúÓüz��1a1���0�L��gðpÒ�îgg���0�Â���' 

(Cn, ω2)
øÂ�

(F4, ω1)
þ

ÅV§¨Ãª§>£{©¹¶¸«�¶
X = Gω(2, n) = Sp2n/P2

§ª±2¥²¢¸«�·���¢U¢A¼<«�¢¤�2½{©¹ª�KÂ[Ëi��¢-Ì�¢®«1½
© ��� ®���½{©L±�¿¤£
¢
ω ¤ª¥²¥°¢¨·��2¢O¢8�£{¥°¢¨³L©¹��¶¤§ª©¹£
¢²½
·�£ ∧2

C2n
ÈÓ³j§µÃ>§ª£
©¹¶®«{¶

X
½®º�¶® ¤£{©Ê«Î§ª³L�£{½

X = G(2, 2n) ∩ Hω=0

Â
,Á³	¢¤½�«G§ª·2½{½{©	Ô�©L¢¤�� ¤��2�<· à Ãª�©¹£ | ÅKÇ�F _ �a� �-�jâ�Æ'·�¢²³¹§¦Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶ X(15) = F4/P1

½¤º»�Ô2«�©L¢¤�«� ¤�¥°¥²¢
½{¢® ®«{©¹��e¡Àd¯B¢¤£
¯�³j§>��¢"±�¢"³j§ÍÃ>§ª£{©L¶®«{¶1±�¢TÊd¢®Ãª¢¤£{©

E6/P1

Â
¥ ©L��½{©V³¹¢®½�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�±�·I§>³¹¢¤½

(Sp2n/P2)
∗ È (F4/P1)

∗ È+Æ'·�©V¶®«�§ª©¹¢®�«¾¯Bª«�¢®�«�©¹¢®³¹³L¢¤¥°¢¤�«�±�¢¤½�¡Àd¯B¢¤£kÇ½{·2£�¢ §ª ®¢¤½����£{¥²§ª³L¢¤½¤Èd��¢"³¹¢1½
��«�¯�§ª½¤Â



ôpo½bSÝv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
∆(G/P )

c:`

Å3¢r½
¢¤ ¤ª��±�«{¡�¶¤�£
¿¤¥°¢iÃª§����·2½Ó¯B¢¤£
¥²¢¸«{«�£
¢	±�¢Õ«{£�§ª©Ê«�¢®£3³¹¢i É§>½Ó±�¢®½Ó´ª£{�·�¯B¢¤½[±�¢ÕÅ3©¹¢	½{¢®¥²©�ÇÁ½
©¹¥°¯�³¹¢®½¤Â
\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþLýKþ�é�YôòJVó@^ þ �������

X
+ � � ���� �����=� )L� ��p������z�  � 	 �\���8�5��� 	�	 �MGI+A� X∗

�8����� � � � � ��	 � �
��	 � � �5�8����� σ(X)

�����U����q�� � � � ���5�8����� ∀ x ∈ X Û�© Ù%©<ªt« £ � ��� � P(S2TxX)|IIX,x| = n− 1  
ý ú[úÖü<�þ1a'���<�L� AðpÒ×îgg���0�Â���' Rdp��ùÏ� Ò 8��Vø' Ï I�LðZ ûüÜÿ½D1����0�L�½3�ÿtð"� Ò ���LðVúiø 3[ø W;� ø´ ¤ø<ùÓ�ëj
 �� ùûúÓü ø+þ

¥ áI�e±Kº�§ª¯�¯�³L©¹Æ'·�¢®£�³¹¢�«�¡2¶¤�£
¿¤¥°¢�±2¢
�K§QÄBÈ2¯�£{�·dÃ����½�³¹¢1³L¢¤¥°¥²¢¾½{·�©ÊÃª§>�'«¤È
W	ødùûùûø ÿ � þ �������

Xn ⊂ P(V )
+ � � ���� �����=� )L� ��p������<�  � 	 �\���8� � � � ����q�� � � � ��� � X 6= Pn  [!#	 � � �

σ(vd(X))
����� � � � ����q�� � � � ���M��y��TGI+S� d ≥ 2

���^��� � |IIvd(X),xd | 6= n− 1  �������
Y m ⊂ P(W )

+ � � � +�� � � ���� ������� )L� ��p������z�  � 	 �\���8� �C��	 � � � σ(X × Y ) ⊂ P(V ⊗W )
�����

� � � ����q�� � � � ���H���^��� � |IIX×Y,x⊗y| 6= n + m− 1
���^���¨�8��+ 	 � � � � �J���?

X × Y 6= C × Pm � ��Õ C �����¨+ � ������+ � 9 � 	 �\���8� �?
X × Y 6= X × P1 �� ���T��� � |IIX,x| = 0  ¬,ø<ù®g��¯�ðVø Å3þLýKþ ÿIþ BC� � � ��+  �5� ��� � 	��H	 ���z��� ��� �z+ � �4����� )L� ��+  ���@� $ � ���8� � �<��� � �@��� � �=� � +A���#� ��� ���� 	 � ��� �  iØC��� ��w'� � )L	 � σ(vd(X)) � � � ����q�� � � � ���M����� )L� ��+  �T� ��� � ù0v ? 2 ö1ü>ü ÷��J2���� ñ>ú>ú*t�ý � ���

σ(X × Y ) � � � ����q�� � � � ��� � ����� )L� ��+  �
� ��� � ù�+Z��ê ñ>ú>ú ÷ ý  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L Êd�©Ê« F1

X

·2� á�Ô�£{¶Î±�¢®½�£
¢¤¯B¿¤£
¢¤½�§ª±I§ª¯2«{¶¤½�§ª· ¯�£
¢¤¥°©¹¢¤£¾�£{±�£
¢Î¯��·2£
X
ÈK©)Â»¢ªÂ!Æ<·2©

£{¢®½{¯B¢¤ ¸«�¢¤�«¾³¹¢�±�£{§ª¯B¢É§ª·KÈ
{e0} ⊂ {e0, eα} ⊂ {e0, eα, eµ}

Â�ÅV¢" ¤§ª³¹ ®·�³3±�¢
IIvd(X)ed

0

±���2��¢ªÈ

IIvd(X),ed
0

= ωµ
αωα

0 eµed−1
0 + ωα

0 ωβ
0 eαeβed−2

0 .
ËÌ¢¤ ®©©¹¥°¯�³¹©LÆ<·2¢Ö±�©L¥

|IIvd(X),ed
0
| > n−1

Â�Êd©�ª��±2¶¤£{©ÊÃ�¢i¢®�� ¤�£
¢	·���¢J¢8�©L½K��1�Ô2«{©¹¢®�'«
IIIvd(X),ed

0
6=

0
Æ'·�©V©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢

σ(vd(X))
¢®½
«�����¦±�¶®´�¶¤��¶®£{¶®¢ªÂ

Êd�©Ê«�¥²§ª©L�'«{¢¤�I§>�'«
G1

Y

·���á�Ô�£{¶°±�¢¤½�£{¢®¯�¿®£{¢®½G§ª±I§>¯I§>«�¶®½�§ª·û¯�£
¢¤¥°©¹¢®£1�£{±�£
¢°§ª·dÇÁ±2¢¤½{½
·�½Í±2¢
Y
Â

Å3¢U±�£�§>¯�¢¤§ª·� ¤�£
£{¢®½{¯B���±I§ª�«"¢®½
«
{f0} ⊂ {f0, fε} ⊂ {f0, fε, fρ}

ÂiË	� ��>«x§ª�«
(φi

j)
³j§E¢8�£
¥²¢�±�¢

F$§ª·2£{¢¤£kÇ�Ë6§ª£�«x§ª�e¯B�·�£�³¹¢�á�Ô�£{¶
G
ÈI³¹¢1 ¤§ª³¹ ®·�³K±�¢

IIX×Y,e0⊗f0

±2�����¢>È

IIX×Y,e0⊗f0 = ωα
0 φε

0eα ⊗ fε + ωµ
αωα

0 eµ ⊗ f0 + ...
Åiº�¡À<¯�>«�¡�¿®½{¢

X 6= Pn
©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢

ωµ
α 6= 0

¢®«	±2��� �±�©L¥
|IIX×T,e0⊗f0 | ≥ mn

Â>Ëi�°±2¶¤£{©ÊÃ>§ª�«	·���¢
¢8�©L½¾±�¢U¯�³L·�½¤È�����Ô2«{©¹¢®�'«

IIIX×Y,e0⊗f0 6= 0
Â3ËÌ¢UÆ'·�© ©L¥²¯2³¹©¹Æ'·�¢

σ(X × Y )
¢®½
«"���� ±�¶®´�¶¤�2¶¤£{¶®¢ªÂ

±�©L¥
|IIX×T,e0⊗f0 | >

±�©¹¥
X +

±�©¹¥
Y − 1

½{©
nm > n + m− 1

Â�ËÌ¢®«
«�¢1±�¢®£{��©L¿¤£{¢1¶®´§ª³L©L«�¶�¢¤½�«�Ã<£�§ª©L¢
³¹ª£{½{Æ'·�¢

n > 1
¢¸«

m > 1
Â

ì £{§ª©L«{���½�³L¢1 É§ª½ n = 1
È2��$§

IIC×Y,e0⊗fo = ω1
0φ

ε
0e1 ⊗ fε + ωµ

1ω1
0eµ ⊗ f0 + φρ

εφ
ε
0e0 ⊗ fρ.

Êd©
Y
�Kº»¢¤½�«Ì¯I§>½Õ·2�¨¢¤½
¯I§ª ®¢�¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©�¢kÈ ¤¢� É§ª³L ¤·�³I©L¥²¯2³¹©¹Æ'·�¢Ì§ª³¹ª£{½iÆ'·�¢�±�©¹¥

|IIC×Y m,e0⊗f0 | > m−1
Â

Êd©
Y = Pm

§ª³L�£{½�±�©¹¥
|IIC×Y m,e0⊗f0| > m − 1

±�¿®½1Æ'·�¢G±�©L¥
|IIC,e0| > 0

Â { �·�£�³L¢Í ¤§ª½
m = 1

È
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©¹³L¢ §ª·2«�½
·�¯�¯B�½{¢®£
Y = P1

½
©¹��ª�e >º�¢®½
«�³L¢1 É§ª½�¯�£
¶¤ ®¶¤±�¢®�'«¤ÂS���¦ É§>³¹ ¤·2³K½{©L¥²©L³j§ª©L£{¢�¥²ª�'«{£{¢1§>³¹�£
½6Æ'·�¢
±�©L¥
|IIX×P1,e0⊗f0

| > n
±�¿®½�Æ'·�¢�±�©¹¥

|IIX,e0| > 0
Â
2

ÅV§°½
¢¤·�³L¢"Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶"¡��¥°�´�¿®��¢1Æ'·�©3Ã�¶¤£
©LáI¢"±�©L¥
|IIX,x| = 0

¢¤½
«�³j§UÆ'·I§ª±2£{©¹Æ'·�¢"³L©¹½{½
¢
X = Qn ⊂

Pn+1
Â ¥ ©L��½{©[±Kº�§ª¯�£
¿¤½�³L¢�³L¢¤¥°¥²¢>ÈI³j§²½
¢¤·�³L¢�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶�¡2�¥²ª´�¿¤��¢�¯�ª·�£¾³_ºÐ§ª ¸«�©L��µ±!º�·��$´�£{�·2¯�¢�½{¢¤¥°©ÊÇ

½{©L¥²¯2³¹¢ à ¥¨§ª©L½6¯I§ª½�½
©¹¥°¯�³¹¢Éâ¸È2±2��«�³j§GÃ>§ª£{©L¶®«�¶¾±�·I§ª³L¢1¯�·�©¹½
½{¢MÑ®«{£{¢1·���¢�¡À<¯�¢®£{½{·2£�¢ §ª ®¢���ª£{¥²§ª³¹¢>È2¢¤½�«
X = Qn × P1

ÂK��£
(Qn × P1)∗

¢¤½�«�Ô�©L¢¤�.·2��¢Í¡À<¯�¢®£{½
·�£�¢ §ª ®¢G���£
¥¨§>³¹¢" ¤�¥°¥°¢���ª·�½¾³_ºÐ§ÉÃ�ª��½�Ã<·
±I§ª�2½�³¹§G¯�£{ª¯��½
©L«{©¹��¦ã2Â _ Â���Â
�XÛµÚCÛ�� � æ3ßD� Þ��=àµâ1á ä#è

X∗
�Tæ��Yß���è[ãºÖZÞ3ßgà=áiâ'á[ãfxYæ�� æ����[çYè[ã

,Á³��2�·�½Ì£
¢¤½�«�¢1¬"«�£�§>©L«�¢®£	³¹¢� É§ª½r±�¢¤½ÌÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½
F1,2(C

n+1)
È
F1,n−1(C

n+1)
È
F1,2,ω(C2n)

È
G(3, n)

È
GQ(3, n)

È
Gω(3, 2n)

È
S7

È
E6/P3

È
E7/P2

¢¸«
F4/P3

§>áI��±Kº»�Ô2«{¢¤��©L£Ì·��2¢1 ¤³j§>½{½{©ÊáI É§f«�©¹ª�¨ ¤ª¥²¯�³L¿®«{¢
±�¢®½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½�±2��«�³¹¢1±�·I§>³3¢¤½
«�·��2¢�¡À<¯�¢®£{½
·�£�¢ §ª ®¢��2�£{¥²§ª³¹¢>Â

{ �·2£� ®¢¤³j§Î���·2½¾§ª³L³¹��2½�§ª¯�¯�³L©¹Æ'·�¢®£�³L¢1 ¤£
©L«�¿®£{¢�±�¢baÌÂL�K§�Ä à «�¡�¶®�£{¿®¥²¢�ã2Â _ Â �'âÌ¢®«�±���� " ¤§ª³¹ ®·�³¹¢®£³j§G±2©¹¥°¢¤��½
©¹���±�¢
|IIX,x|

¯B�·�£� ®¢¤½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½¤Â
W	ø' Ñîg1�Q�0�>�8�� 

F1,2(C
n+1) Ï F1,n−1(C

n+1)
ø>�

F1,2,ω(C2n)
W	ødùûùûø ÿ+ÿ+þ

(F1,2(C
n+1))∗ � (F1,n−1(C

n+1))∗)
���

(F1,2,ω(C2n))∗ � �M�8� � � )1� �H����� &�(�) � � ��+ � ?
,-� ����� � � � � ��	 ���  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ËÌ¢¤½"«�£
�©¹½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½1��¢Î½
��«�¯�§ª½ δσ(X)

ÇÁ±2¶-¢8¢¤ ¸«�©ÊÃ�¢¤½"±�¿®½�Æ'·�¢
n > 2

Â"Ê<©
n = 2

È
��e½{¢"«�£
�·2Ã�¢�±I§ª��½�³¹¢1 ¤§ª½

X = XA2

Æ'·�©[§°¶¸«�¶"«�£�§>©L«�¶"§>·$ x¡I§ª¯2©L«�£
¢ _ Â { �·2£�¯�£
�·2Ãª¢¤£�³¹¢"³¹¢®¥²¥°¢ªÈ
���·2½U§ª³¹³L���½� É§ª³L ¤·�³L¢¤£�³j§µ½
¢¤ ®���±�¢�¢8�£
¥²¢6¢8���±I§ª¥°¢¤�«�§ª³¹¢°¢®«U¯2£{�·2Ãª¢¤£UÆ'·�¢,±2©¹¥

|IIF1,2(Cn+1),x| ≥±�©L¥
(F1,2(C

n+1))
¢®«�±�©L¥

|IIF1,n−1(Cn+1),x| ≥
±�©L¥

(F1,n−1(C
n+1))

Â
Þ��·2½¾§ª³L³¹��2½C¢ §ª©¹£
¢1³¹¢" É§ª³L ¤·�³3¯B�·�£

X = Fp,q(C
n+1)

È
p < q

ÂB���$£{§ª¯�¯B¢¤³L³¹¢1Æ'·�¢
Fp,q(C

n+1) ⊂
P(

∧p
Cn+1 ⊗

∧q
Cn+1)

Â	��� �2ª«�¢¦¯I§ª£
{e1, . . . , en+1}

È ·���¢¦ÔI§ª½
¢¦±�¢
Cn+1

¢¸«°�� ¯��½
¢
E =

e1 ∧ · · · ∧ ep

¢®«
F = e1 ∧ · · · ∧ eq

ÂK���µ¶¤ ¤£
©¹£{§
Ei

s = e1 ∧ · · · ∧ ei−1 ∧ es ∧ ei+1 ∧ · · · ∧ ep

È+¢¤�
´§ª£
±I§ª�«"³j§²¥KÑ®¥²¢G�2ª«x§>«{©¹���¯B�·�£

F i
s

È
Eij

st

È
F ij

st

Â[Ëi�2áI�
(ω)

½{¢®£�§¦³j§K¢8�£
¥²¢Í±�¢öF$§ª·�£
¢¤£�ÇkË6§ª£
«�§ª�
§ª½
½{< ¤©¹¶®¢�§ª·

SLn

Ç�áIÔ2£{¶"±�¢¤½�£{¢®¯�¿®£{¢®½¤Â
Ë6§ª³¹ ®·�³¹ª��½�³j§U±�©L¥²¢®��½{©L���±�¢"³)º»¢¤½
¯I§ª ¤¢1«�§ª��´�¢®�'«�±�¢

X
§ª·¦¯B�©¹�«

E ⊗ F
�

d(E ⊗ F ) =
∑

1≤i≤p,q<s≤n+1

ωs
i (E

i
s ⊗ F + E ⊗ F i

s)

+
∑

p<i≤q

ωs
i E ⊗ F i

s +
∑

1≤i≤p,p<s≤q

ωs
i E

i
s ⊗ F.

Ò º»aïµª�µ±�¶®±�·�©Ê«�Æ<·2¢
dimX = (n + 1− q)q + p(q − p)

Â
{ �·2£i�Ô2«�¢®��©¹£Ó³j§¾½
¢¤ ®���±�¢C¢8�£
¥²¢;¢8���±I§>¥²¢®�'«�§ª³¹¢>È>�2�·�½i±�¶®£{©LÃª���½ ³L¢¤½Ö«{¢¤£
¥²¢®½iÆ<·2©�§ª¯�¯�§ª£�§ª©L½{½
¢¤�«

±I§ª�2½�³_º�¢A¼d¯�£{¢®½{½{©L��
d(E ⊗ F )

È



ôpo½bSÝv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
∆(G/P )

cLÃ

IIFp,q ,E⊗F =
∑

1≤i6=j≤q

ωs
i ω

t
jE ⊗ F ij

st

+
∑

1≤i6=j≤p

ωs
i ω

t
jE

ij
st ⊗ F +

∑

1≤i≤p,1≤j≤q

ωs
i ω

t
jE

i
s ⊗ F j

t .

ËÌ¢�Æ'·�¢"³_º���¦¯B¢¤·2«�¶® ¤£{©L£{¢1±I§>��½�·��µ³¹§ª��´§>´�¢�¯�³L·�½�©¹�Ã>§ª£{©¹§ª�«ÉÈ

|IIFp,q,E⊗F | =
2

∧

Cp ⊗
2

∧

Cn+1−p +

2
∧

Cq ⊗
2

∧

Cn+1−q + (Cp ⊗ Cn+1−p)⊗ (Cq ⊗ Cn+1−q).

Ò ��� ���,§�±�©¹¥
|IIFp,q | = p(n+1− p)q(n+1− q)+ 1

4
p(p− 1)(n+1− p)(n− p)+ 1

4
q(q−

1)(n + 1− q)(n− q).

���µ�Ôd«�©¹¢®�«�§ª³¹�£
½�³¹¢®½�©¹��¶®´§ª³¹©Ê«�¶®½ÌÃ��·2³¹·�¢®½�¯B�·�£
(p, q) = (1, 2)

¢®«
(p, q) = (1, n− 1)

Â
���$·2«{©¹³¹©L½{¢1³L¢� ¤§ª³¹ ®·�³VÆ'·�¢Í³_º����Ã<©¹¢®�«¾±�¢M¢ §ª©¹£
¢1¯�ª·�£�¥°��«�£
¢¤£�Æ'·�¢Í³¹§ÎÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶"±�·I§ª³L¢"±�¢

F1,2,ω�Kº»¢¤½�«�¯I§ª½6�2�£{¥²§ª³¹¢>Â'Å3¢� É§ª³L ¤·�³+¢®½
«�³L¢¾¥6Ñ¤¥°¢�½{§ª·1¢VÆ'·�¢1 ¤¢¸«{«{¢#¢8�©¹½kÇÁ ®©B³¹§M¢8�£
¥²¢�±�¢GFµ§ª·�£{¢®£�ÇkË6§ª£
«�§ª�
ω
¢¤½�«i·���¢U¢8�£{¥°¢r½
·�£ ³L¢

Sp2n

Ç�áIÔ2£{¶6±�¢®½ £{¢®¯�¿®£{¢®½¤È¬�Ã>§ª³L¢¤·�£[±I§ª�2½
sp2n

ÂaËi�U·2«�©L³¹©L½�§ª�«
(p, q) = (1, 2)©¹³Z¢ §ª·2«"«�¢®��©¹£" ¤ª¥²¯2«{¢Î±�¢²³¹§�£{¢¤³¹§>«�©L��

ωn+2
1 = ωn+1

2

Â { �·�£�³j§�±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª��±2¢
F1,2,ω

ª���Ôd«�©¹¢®�«
±�©L¥

(F1,2,ω) = 2(2n− 1)
Â { �·�£�³j§G±�©L¥²¢®��½{©L���±�¢

|IIF1,2,ω(C2n),e1⊗e1∧e2
|
ª�$§

IIF1,2,ω(C2n),e1⊗e1∧e2
= ωs

1ω
t
2e1 ⊗ es ∧ et + ωs

1ω
t
1es ⊗ et ∧ e2 + ωs

1ω
t
2es ⊗ e1 ∧ et

= ω2
1ω

t
2 ⊗ es ⊗ e1 ∧ et + ωt

1ω
t
2et ⊗ e1 ∧ et

+ωs
1ω

t
2(e1 ⊗ es ∧ et + es ⊗ e1 ∧ et) + ωs

1ω
t
1es ⊗ et ∧ e2.���G ¤�¥°¯2«{¢Ì§ª³L�£{½

2n−3+2n+3+ (2n−3)(2n−4)
2

+4(n−3)2
Æ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢¤½¤Èf¥²§ª©¹½V³¹¢®½ÓÆ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢¤½

ωs
1ω

n+1
2 = ωs

1ω
n+2
1

��«U¶¸«�¶� ®�¥²¯d«�¶�±�¢®·d¼�¢8�©L½¤ÂÖ�1� ¢®� ±2¶¤±�·�©Ê«U±�©L¥
(|IIF1,2,ω(C2n,e1⊗e1∧e2)|) =

(2n− 3)(3n− 4)
Â { �·�£

n ≥ 3
��e§°±2©¹¥

(|IIF1,2,ω(C2n,e1⊗e1∧e2)|) >
±2©¹¥

(F1,2,ω) = 2(2n− 1)
Â

2

W	ø' Ñîg1�Q�0�>�8�� 
G(3, n) Ï GQ(3, n) Ï Gω(3, 2n)

ø>�
S7ËÌ¢¤½ÌÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½r��«6¶¸«�¶�¶¸«�·�±�©L¶¤¢®½6±I§ª��½ | Å!Ç�F _ ��� ã�� à ¯B�·�£Õ³j§�´�£�§ª½
½{¥²§ª��©L¢¤����¢ G(k, n)

��,¯B¢¤·2«
§ª·�½
½{©�Ãª�©¹£ | =¾Ç�A �8�aí����jâ¸ÂFËi� ¯I§ª£�«�©L ¤·�³L©¹¢¤£²³j§û½�«�£
·� ®«{·�£{¢ ±�¢

H
Ç�¥²<±�·�³L¢ à H ¶®«�§ª�«�«��·fÄ
ª·�£{½�³¹§

¯I§ª£�«�©L¢�½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢�±�¢
P
È
X = G/P

âr±�¢1³¹¢®·�£�¢¤½
¯I§ª ®¢��2�£{¥²§ª³!¢®½
«�±�¶® ¤£
©L«�¢>Â ì �·2«� ¤ª¥²¥°¢�¯B�·�£³)º»¢¤½
¯I§ª ®¢ «�§ª��´�¢®�«ÉÈ6 ®¢®«{«{¢ ±�¶¤ ®�¥²¯B�½
©L«�©L�� ±�ª����¢�±�¢®½e ®�¥°¯��½{§ª�«�¢®½�©¹£{£
¶¤±�·2 ®«�©LÔ�³¹¢®½,±�¢ �I§>«{·�£{¢®½
±�©�Ì!¶®£{¢¤�«{¢¤½¤Â Å[§µ¯�£{¢®¥²©L¿¤£{¢² ¤�¥°¯B�½�§ª�«{¢ªÈÖ�2ª«�¶®¢

N2

½¤º»©¹±2¢¤�«�©ÊáI¢�¬
g(2)vλ

¥°d±
gvλ

à ¯�£
�¯�ª½{©L«{©¹��_ Â�ã�±I§ª��½ | Å!ÇÜF _ �a� ã��CâAÈ� ¤¢�Æ'·�©_È�¢¤�Î±Kº�§ª·2«{£{¢®½	«{¢¤£
¥²¢®½¤È�£
¢®Ã<©¹¢®�'«Õ¬�±2©¹£{¢>È N2 ' |IIX,x|
ÂÅ3¢¤½i£{¶®½{·�³Ê«x§>«{½

±�¢ | ÅKÇ�F _ �a� ãQ�K¯��·2£ G/P = G(3, n)
½
��«ÉÈ
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N2 '
2

∧

C3 ⊗
2

∧

Cn−3

±Kº»aïµ±2©¹¥
|IIG(3,n)| =

3
2
(n− 4)(n− 3)

Â
{ �·2£

X = GQ(3, n)
È

N2 ' (

2
∧

C3 ⊗
∧

Cn−6 ⊕ S2C3)⊕ (
∧

C3 ⊗ C3 ⊗ Cn−6)⊕ (S22C
3),

±Kº»aïµ±2©¹¥
|IIGQ(3,n)| = 3(n− 6) + 6 + 9(n− 6) + 6

Â
T�·I§ª�«�¬

G/P = Gω(3, 2n)
È

N2 '
2

∧

C3 ⊗
<2>
∧

C2n−6 ⊕ S21C
3 ⊗ C2n−6 ⊕ S22C

3.
 ¤¢�Æ'·�©3±�����2¢
±�©¹¥
|IIGω(3,2n)| = 3( (2n−6)(2n−7)

2
− 1) + 10(2n− 6) + 6

Â
Ëi�2áI�$¯B�·�£

X = S7

��e§
N2 '

∧4
C7
ÈI±���2 �±2©¹¥

(|IIS7,x|) = 7×6×5
3!

= 30
ÂB���e¢®�$ ®��� ¤³L·2«

±���2 ªÈ
W	ødùûùûø ÿ<ýKþ 2 ��� ���� ��������� G(3, n)∗ �L) ��+ � n ≥ 7 � GQ(3, n) �L) ��+ � n ≥ 6

���
Gω(3, 2n)∗ �L) ��+ �

n ≥ 4
���

S∗
7 � �@�8� � � )1� � � � � � ��	 ���  

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L Å3¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢®½1½{¶® É§ª�«�¢®½ σ(G(3, n))
È
σ(GQ(3, n))

È
σ(Gω(3, 2n))

¢®«
σ(S7)��¢Î½{ª�'«�¯I§>½�±�¶�¢8¢¤ ¸«�©LÃª¢¤½®È[±2¢°¯2³¹·�½"±�©L¥

(G(3, n)) = 3(n − 3)
È3±�©¹¥

(GQ(3, n)) = 3(n − 6) + 3
È

±�©L¥
(Gω(3, 2n) = 3(2n− 6) + 6

¢®«�±�©¹¥
(S7) = 21

 ®¢�Æ'·�©3¯B¢¤£
¥²¢¸«�±�¢" ¤��� ®³¹·�£
¢ªÂ
2
Â

W	ø' Ñîg1�Q�0�>�8�� 
E6/P3

øÂ�
E7/P2{ �·2£� É§ª³L ¤·�³L¢¤£,³¹§0±�©¹¥°¢¤��½
©¹�� ±�¢

|IIX,x|
±I§ª�2½�³¹¢. ¤§ª½�aï

X = E6/P3

¢¸«
X = E7/P2

È
���·2½�§>³¹³¹ª��½¾·2«{©¹³L©¹½{¢®£�³¹¢Í£{¶¤½
·�³L«�§>«"Æ'·�©i¢¤½�«�·���¢Î ¤��2½{¶¤Æ'·�¢®�� ¤¢²±�· «�¡�¶®�£{¿®¥²¢U±�¢ � ª£{¢¤³�Ç } ¢¤©L³ à Ã��©L£| ,)ÇkÅ _ �a� ã��V¯�§ª´�¢4î��Î¯B�·�£�¯�³¹·2½�±�¢"±�¶®«�§ª©¹³L½xâ¸È
�M���+ú3�L ������0�]�ºÅKþLýKþ\ÅKþ �������

X = G/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� ������� & � � �[q�y � �#� 9 ��� � +S�5��� ��� �#� � 9 �������+  �����=��+ � ��� )L	 +Â� &1� +�� ) ���<��� vλ ∈ Vλ  i!#	 � � � I2(G/P ) = V ⊥

2λ ⊂ S2V ∗  ËÌ�¥°¥²¢ ³L�£{½
Æ'·�¢i���·�½V§ÉÃª���½V©¹�«�£
d±2·�©L«!³¹¢¤½KÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½!½{�·�½kÇk§ª± Ä
�©¹�«�¢®½¤ÈÉ�2�·�½V¯�ª·2Ã���2½3 ¤���½�«�£
·�©¹£
¢
±�¢����·2Ãª¢¤³L³¹¢¤½ÕÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½Õ§ª·¨��©ÊÃ�¢¤§ª·,©¹�dáI��©L«{¶¤½
©¹¥²§ª³�¬�¯I§ª£
«{©¹£	±�¢

G/Pαi

½{©
αi

¢®½
«Ì·���¢¾£{§ª ¤©L��¢�³¹��2´�·�¢ªÂ
Åiº�¢®½{¯I§> ¤¢Î«x§ª��´ª¢¤�«Í½
¢Î±�¶¤ ®�¥²¯B�½
¢¨§ª³L�£{½1¢®��·2��¢ÑÉÁ½{�¥°¥°¢uÊÍ±�¢

H
ÇÁ¥°d±2·�³¹¢®½�©¹£
£{¶¤±2·� ®«{©¹Ô�³L¢¤½1aï

H¢¤½�«�³j§Í¯�§ª£
«{©¹¢¾½
¢¤¥°©ÊÇ�½{©¹¥°¯�³L¢�±�¢
P
Â1Ë	�¦¯I§>£
«�©L ¤·�³L©¹¢®£r³_º��£
Ô�©L«{¢7¢8¢®£{¥°¶¤¢

Y = H/Q ⊂ P(T1)
¢®½
«�¢¸¼2§ª AÇ

«�¢®¥²¢®�«�³¹¢"³L©¹¢¤·e±�¢�ÔI§ª½{¢�±�¢Í³¹§°½
¢¤ ®���±�¢
¢8ª£{¥°¢M¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª³L¢"±�¢
G/P à | Å!ÇÜF _ ��� ãQ� ì ¡�¶¤ª£{¿¤¥°¢_ Â��8�âAÂ ¥ ©L��½{©

I2(H/Q) ⊂ |IIG/P,x|
ÂÂÊd·�£i³L¢¤½ÖáI´ª·�£{¢®½rãdÂ _ ¢¸«Õã2ÂÐãdÈ���U±�¶¸«�¢¤£
¥²©L��¢�½{ x¡2¶¤¥²§>«�©LÆ<·2¢¤¥°¢¤�«



ôpo½bSÝv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
∆(G/P )

cLÙ

³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶
Y
 ¤�¥°¥°¢1¯��·2£�³¹¢¤½6Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�½
�·�½�ÇÁ§ª±fÄ
�©L�«�¢¤½®È

������������

��������������		







���
��

���
��



YSL5×SL2
= SL5/Pα2

× SL2/Pα1
= G(2, 5) × P1

X = E6/Pα3

èKéëêÐì ãdÂ _ í Ò ¢¤½
 ¤£{©L¯2«�©L��¦½{ x¡�¶®¥¨§f«�©¹Æ'·�¢"±�¢
YSL5×SL2 ⊂ Txω3

E6/P3

Ëi�µ·2«{©¹³L©¹½�§>�'«6³j§G¯�£
�¯�ª½{©L«{©¹���¯2£{¶¤ ®¶¤±�¢®�«�¢Í¯B�·�£
Y
ÈI��¦�Ô2«{©¹¢¤�«

W	ødùûùûø ÿ�Å3þ
(E6/P3)

∗
���

(E7/P2)
∗ � �5�8� � � )1� �T����� &�(�) � � ��+ ��,-� ����� � � � � ��	 ���  

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ËÌ�¥°¥²¢� ®¢¤½	Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½Õ�2¢�½
��«r¯�§ª½ δσ(X)

ÇÁ±�¶�¢8¢¤ ¸«�©LÃª¢¤½®È<�2�·�½r§ª³¹³L���½ ¥°��«�£
¢¤£	Æ'·�¢
±�©L¥
|IIE6/P3,x| ≥

±�©¹¥
(E6/P3)

¢¸«,±�©L¥
|IIE7/P2,x| ≥

±�©L¥
(E7/P2)

Â ì �·2«¨±KºÐ§>Ô��£
± £�§>¯�¯�¢®³¹��2½
Æ'·�¢°±�©¹¥

(E6/P3) = 25
È3¢®«�±�©L¥

(E7/P2) = 42
Â�,Á³i½¤º�§ª´�©Ê«�±�¢Î É§ª³L ¤·�³L¢¤£"±�©¹¥

I2(Y )
¯B�·�£"�Ô2«{¢¤��©L£

·��e¥²©L���£{§ª�«�±�¢"±�©¹¥
|IIG/P,x|

Â
Þ�ª«{���½

V ' C2
¢¸«

W ' C5
Â { �·�£

X = E6/P3

È
Y
¢¤½�«	³)º»�£{Ô2©L«�¢;¢8¢¤£
¥²¶®¢�¯��·2£ ³¹¢

SL2×SL5

Ç
¥°d±�·2³¹¢

Vω1⊗Wω3

ÂfÅ3¢	¥²<±�·�³L¢ ∧2 Vω1⊗
∧2 Wω5 ⊂ S2(Vω1⊗Wω3)

Ã<©Ê«Ó±�§ª��½[³¹¢i ¤ª¥²¯�³L¶¤¥°¢¤�«x§>©¹£{¢
±�¢

V2ω1⊗V2ω2 ⊂ S2(Vω1)⊗S2(Wω5)
Âf���"¢¤��±�¶¤±�·2©L«[±�©¹¥

|IIE6/P3,x| ≥
±�©L¥

(
∧2 Vω1⊗

∧2 Wω5) =
45
È� ¤¢"Æ'·�©V©¹¥°¯�³¹©LÆ'·�¢¾±�©L¥

|IIE6/P3,x| ≥
±2©¹¥

(E6/P3)
Â

{ �½
���½
Uω1 = C7

³j§�£{¢®¯�£{¶®½{¢¤�«�§>«�©L�� ½�«x§ª��±�§ª£{± ±�¢
SL6(C)

Â { �·2£
X = E7/P2

³)º»�£{Ô2©L«�¢
¢8¢¤£
¥²¶®¢

Y
¢¤½
«Õ¡�ª¥²�´ª¿¤��¢�¯B�·�£i³L¢�´�£{�·2¯�¢

SL6(C)
È ®¢�´�£{�·2¯�¢�§ª´ª©¹½{½{§ª�«	½{·�£

Uω3

Â�±2©¹¥
S2(Uω3) =

630
È��£�±2©¹¥

U2ω3 = 490
±Kº»aïe±�©¹¥

I2(Y ) = 140
 ¤¢"Æ'·�©3©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢�³L¢�£{¶®½{·�³Ê«x§>«¤Â

2

W¨Rî1g���<�>�8�
F4/P3ÅV§G£�§ª ®©¹��¢
α3

±�·¦±�©¹§ª´�£�§>¥²¥°¢
F4

¢¤½�«�·���¢�£{§ª ¤©L��¢� ¤ª·�£
«{¢1 ¤¢�Æ'·�©K©L�Ãª§>³¹©¹±2¢�³L¢¤½6£{§ª©¹½
�����¢®¥²¢®�'«{½
¯�£
¶¤ ¤¶®±�¢¤�«{½¤Â { ³L·�½3¯�£
¶¤ ¤©L½{¶®¥²¢®�'«¤È�©¹³ª§�¶¸«�¶i¥°��«�£
¶i±I§ª��½ | ÅKÇ�F _ �a� ã��Æ'·�¢	³j§ÌÃ>§ª£{©L¶®«{¶ Base|IIF4/P3,x|



ÃAõ d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

��������

��������

Y = SL5/Pα3
= G(3, 7)

X = E7/Pα2

èKéëêÐì ã2Â�ã í Ò ¢®½{ ®£{©¹¯d«�©¹ª�e½
 x¡�¶¤¥²§>«{©¹Æ'·�¢"±�¢
YSL7 ⊂ Txω2

E7/P2

�Kº»¶®«�§ª©L«[¯I§ª½[¡��¥°�´�¿®��¢ªÂfËÌ¢®¯�¢®��±I§ª�«¤È>¢®�G§ª�I§>³LÀ<½�§ª�«[³¹¢	£
¶¤½{¢¤§ª·G±�¢®½Ó¯B�©L±�½V±�·
F4

ÇÁ¥°d±2·�³¹¢
Vω3

È ��ª·�½
§ª³L³¹���½Ì¥²©L���£{¢®£6³j§G±2©¹¥°¢¤��½
©¹���±�¢

|IIF4/P3,x|
Â

Ð�§>¯�¯�¢®³¹��2½ ©¹ ®©dÆ'·�¢�±�©L¥
(F4/P3) = 20

Â�Ëi�U��ª«x§>�'« ¯I§ª£
α1, α2, α3, α4

·��U½�À<½
«�¿®¥²¢�±2¢6£�§ª ®©¹��¢®½
¯B�½{©Ê«�©LÃª¢¤½[½{©L¥²¯�³L¢¤½®Èfª�Í¯B¢¤·2«Ö¶¤ ¤£
©¹£
¢r³_º�¢®��½{¢®¥GÔ�³¹¢Õ±�¢®½ £�§ª ®©¹��¢®½Ó¯B�½
©L«�©ÊÃ�¢®½Ö±�¢

F4

±�¢r³j§F¢ §�Î¤ª�Í½{·2©LÃ>§ª�«�¢>È
α1 α2 α3 α4

α1 + α2 α2 + α3 α3 + α4

α1 + α2 + α3 α2 + 2α3 α2 + α3 + α4

α1 + α2 + 2α3 α1 + α2 + α3 + α4 α2 + 2α3 + α4

α1 + 2α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 + α4 α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 2α3 + α4 α1 + α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 3α3 + α4 α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4

α1 + 2α2 + 4α3 + 2α4

α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4Å3¢¤½�¯B�©¹±2½¾±�¢
Vω3

½{��«1±�¶¸áI��©L½¾ ¤ª¥²¥°¢Í³L¢¤½¾¯B�©L±�½�¶¸«x§ª�«"¬²³j§6¢8ª©¹½� ¤���´ª£{·�½1¬
ω3

¥²<±�·�³L²³L¢
£{¶®½{¢¤§ª·²±2¢¤½Õ£�§ª ®©¹��¢®½i¢®«r¬1³j§#¢8�©L½ ±I§ª��½	³_º�¢®�'Ãª¢¤³L�¯�¯B¢� ®��Ã�¢A¼2¢�±�¶¤³L©¹¥°©L«{¶¤¢Ì¯�§ª£i³¹¢®½i©¹¥²§ª´�¢¤½Ö±�¢

ω3

½{ª·�½
³)º�§ª ¸«�©¹ª��±�·µ´ª£{�·�¯B¢1±�¢ } ¢®À<³)Â

ËÌ¢¤½�¯��©L±�½�½{ª�'«� ¤ª�'«{¢¤�'·�½�±I§ª��½�³¹¢" ®Ñ���¢
ω3 + C−

α3

aï
C−

α3
=< β ∈ R−|m3(β) 6= 0 > à C−

α3¢¤½�«�³¹¢1 ¤Ñª��¢"¢¤��´�¢®��±�£
¶�¯I§>£�³L¢¤½�£{§ª ¤©L��¢¤½���¶®´§>«�©ÊÃ�¢®½�Æ'·�©3½®º�¶® ¤£
©LÃ�¢®�« ∑4
i=1 miαi

§ÉÃ�¢¤ 
m3 6= 0

âAÂ
Å3¢¤½�£�§ª ®©¹��¢®½�Æ<·2©3 ¤��«�©L¢¤���2¢¤�«

α3

½{¢"±�¢¤ ®�¥°¯��½
¢¤�«�¢¤�
4
´�£{�·2¯�¢®½¤È



ôpo½bSÝv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
∆(G/P )

Ãp¸

(I)
α3 α2 + α3 α3 + α4

α1 + α2 + α3 α2 + α3 + α4 α1 + α2 + α3 + α4

(II)
α2 + 2α3 α1 + α2 + 2α3 α2 + 2α3 + α4

α2 + 2α3 + 2α4 α1 + α2 + 2α3 + 2α4 α1 + α2 + 2α3 + α4

α1 + 2α2 + 2α3 α1 + 2α2 + 2α3 + α4 α1 + 2α2 + 2α3 + 2α4

(III)
α1 + 2α2 + 3α3 + α4

α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4

(IV )
α1 + 2α2 + 4α3

α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

2α1 + 3α2 + 4α3 + 2α4

,Á³ ½¤º»¢¤��½{·2©L«"±�¢U ®¢®«{«{¢Î±�¶¤ ®�¥²¯B�½
©L«�©L��.Æ'·�¢
Tvω3

F4/P3 =
⊕

β∈(I),(II),(III),(IV ) g−βvω3

Â { ª·�£
³¹¢®½Ì´�£
�·�¯B¢¤½

(II), (III), (IV ),
�2�·�½6§ÉÃª���½

m3(β) ≥ 2
È< ¤¢�Æ<·2©!©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢

X−βX−βvω3 6= 0
Â2���

 ¤ª��½
«{£{·�©Ê«6§ª©L��½{©
14

Æ'·I§ª±2£{©¹Æ'·�¢®½Ì©L��±�¶¤¯B¢¤�2±�¢¤�«�¢®½6±I§ª�2½
|IIF4/P3,x|

Â { �½{ª��½
γ = α1 +2α3 +α4

È<¢¸«
β ∈ (I)

È<§ª³L�£{½
X−βX−γvω3 6= 0

±�����2¢
6
���·2Ãª¢¤³¹³L¢¤½ÕÆ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢¤½®Â1Ëi�2á��

δ = 2α1 +3α2 +4α3 +
2α4

¢¸«
ε = α2 + 2α3 + α4

¯B¢¤£
¥²¢¸«�±�¢"±�¶®á���©¹£�·���¢"Æ'·I§ª±2£{©¹Æ'·�¢"½
·�¯�¯�³L¶¤¥°¢¤�«x§ª©L£{¢
X−εX−δvω3

Â
ËÌ¢¤ ®©[�2�·�½� ¤��2±�·�©L«�¬dÈ

W	ødùûùûø ÿ>é[þ
(F4/P3)

∗ �i$ ����� )1� �4+ � � &�(*) � � ��+ �0,-� ��� � � � � ��	 �  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L (F4/P3)

�Kº�¢®½
«[¯I§ª½
δσ(X)

ÇÁ±�¶�¢8¢¤ ¸«�©LÃª¢ªÈ��£!��1Ãd©L¢¤�«V±�¢i¥°��«�£
¢¤£KÆ'·�¢	±�©L¥
|IIF4/P3,x| ≥±�©L¥

(F4/P3)
ÈI¢®«�±���2 �±!ºÐ§ª¯2£{¿¤½�³¹¢�«{¡�¶¤ª£{¿¤¥°¢"ã2Â _ Â �

(F4/P3)
∗
��¢"¯B¢¤·2«7Ñ®«{£{¢"���£
¥¨§>³¹¢ªÂ

2

� ü<g � �����1a1�8�<�L��3Vø� 
G/P

��ø<ü_ü8ø� �¯�ðVø
(G/P )∗

 I�L�0�6ð"�[ø(dnË3úiøÂ�� �ð"�>5µV1�ø��"�S�fù®Iü8ø
Ëi�µ£
¢¤´�£
�·�¯I§ª�«�³¹¢®½�£{¶¤½
·�³L«�§>«�½�±2¢� ®¢" x¡I§ª¯�©Ê«�£{¢"��¦�Ôd«�©¹¢®�«T�

\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþLýKþ�~Kþ �������
X = G/P ⊂ P(Vλ)

+ � � ���� ������� ��� �z��� �A� � 	�	 � & � � �[q�y � � ) ��+ � + �q � ��+ ) �D��� 2 ���±�8� � ��?���� � )L	 � G  .BC� ��+ )>) �8�8�DGI+A� X∗
�����H+ � � &�(�) � � ��+ ��,-� ���  X!#	 � � � X∗

�����
� � � � ��	 �5���U���3�8��+ 	 � � � � �3��� X ����� 	%$ + � �T����� ���� �����=���5��+�� ���� ����� �

X = Qn ⊂ Pn+1 �¨	�� GI+ � � � �<GI+A� 	 �\���8�  
X = v2(P

n) ⊂ P
(n+2)(n+1)

2
−1, Pn×Pn ⊂ P(n+1)2−1, G(2, 2n) ⊂ P(2n

2)−1, E6 = OP2 ⊂ P26 �+ � � ���� �������T���4����� � � �> 
X = P1 × Qn ⊂ P2(n+2)−1, n > 1, Gω(3, 6) ⊂ P13, G(3, 6) ⊂ P19, S6 ⊂ P31, E7 =

E7/P7 ⊂ P55 � + � � ���� �������.�8��+Â��? � �Mp���� � ��� � � � � � � ��	 � � � � � )L	 � � q���� � � 9 ��� � +S�O§ )1��� �<� � � $ + � �
���� �����=� � �Mp���� � �=� , � � � � � � � � ��	 �  

X = XG2 ⊂ P13 �;	��E���� ������� � �Mp���� � �=� ) ��+ �4	 �cq � ��+ ) �M��� 2 ��� G = G2  
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�²åM� Á�ñ í®î¸ñ	À ð3î¤êÆ�'À¦í¸î¸ñ6ë¥��ñ

X∗G2ÅV§Î ®³j§ª½
½{©ÊáI É§>«{©¹��¨Æ<·2¢��2�·�½�§ÉÃ���2½�ªÔ2«�¢®�<·2¢�§ÉÃª¢¤ �³¹¢¾«{¡�¶¤�£
¿¤¥°¢"ã2Â _ Â ` ¢ §>©L«�©L�'«{¢¤£�Ã�¢¤�2©¹£6±�¢®½�Ãª§ Ç
£{©L¶®«{¶¤½"£{¢®¥¨§ª£
Æ'·I§ªÔ�³L¢¤½"¬¦Ô�©¹¢®��±�¢®½"¶¤´§ª£
±�½¤ÂÓËÌ�¥°¥°¥²¢G�2�·�½"³)º�§ÉÃ����½"£{§ª¯�¯B¢¤³¹¶Î³L¢¤½�«�£
�©¹½1¯B¢¤£
¥²©L¢¤£
½
«ÁÀ<¯�¢®½ à Æ'·I§ª±2£{©¹Æ'·�¢®½¤ÈXÊ< ¤�£M�É§0¢®«¦½
�·�½kÇk§ª±fÄ
ª©¹�«�¢µ±Kº�·2��¢.Ã>§ª£{©L¶®«�¶$§ª±fÄ
�©L�«�¢±¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>³¹¢�â°§ª¯�¯I§ Ç£�§>©¹½{½
¢¤�«�±I§ª��½"±�©�Ì!¶®£{¢®�'«{½"¯�£{�Ô2³¹¿¤¥°¢¤½1±2¢° ®³j§ª½
½{©ÊáI É§>«{©¹�� | Å!ÇÜF _ �a� �ªÈV��¥ _ ���a� Èp�K§QÄD�8�a��ã��)Â3ËÌ¢¤½Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½���«¾±2��� �¶®«�¶�¶®«{·�±�©L¶¤¢¤½�¢¤�µ±�¶®«�§ª©¹³3¢¸«�©¹³3¢¸¼d©L½
«�¢�¢¤�µ¯I§ª£�«�©¹ ®·�³¹©L¢¤£6±2¢¤½¾±2¢¤½{ ®£{©L¯2«�©L���½�±�·$³L©¹¢®·
½{©L��´�·�³L©¹¢®£6±�¢¤½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�±�·I§>³¹¢¤½� ®�£{£
¢¤½
¯���2±I§ª�«�¢®½¤Â

Ç^Êd©
X = Qn ⊂ Pn+1

§>³¹�£
½
X∗×¹ØÚÙ�Û = ∅

Â
Ç^Êd©

X
¢¤½�«¾·��2¢

k
Ç�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶�±�¢TÊd ®�£[�¤§2È+§ª³¹ª£{½

X∗×¹ØÚÙ�Û = σ(X)∗ ' σk−2(X)
Â

Ç
Êd©
X

¢¤½
«°·��2¢¦Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶�½{ª·�½�ÇÁ§ª±fÄ
�©L�'«{¢¦¥²©L��©¹¥²§ª³¹¢®¥²¢®�«Í¯�³L���´�¶®¢ªÈ ªÔ2«�¢®�<·2¢$¬�¯I§ª£�«�©L£U±Kº�·2��¢
Ã>§ª£{©L¶®«{¶"§ª±fÄ
�©L�'«{¢#¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢ªÈI§ª³L�£{½

X∗×LØÚÙ�Û = σ+(X)
aïe³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶®«{¶

σ+(X)
¯�¢®·2«
ÇµÑ®«�£
¢1±�¶¤ ®£{©Ê«�¢

 ¤ª¥²¥°¢�³¹¢�³¹©¹¢®·²½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£	±�¢
τ(X)

�·² ¤�¥°¥²¢�³L¢�³L©¹¢¤·°±�¢®½6¯�ª©¹�«�½Õ½{·�£r·���¢�±�£{�©Ê«�¢�«x§ª�2´�¢¤�«�¢�¯�ª·�£
³j§�±�©L½
«{£{©¹Ô2·2«�©L��

σ(Base(IIX,x)) ⊂ TxX
à Ã��©L£ | Å!ÇÜF _ ��� �-�Õ¯�£
�¯�ª½{©L«{©¹�� ` Ât�a��â¸Â Ò ¢²¯�³¹·�½"��û§

X∗×¹ØÚÙ�Û ' (X∗×LØÚÙ�Û )∗ Â
T�·�¢¤³L³¹¢1±�¢®½{ ¤£
©¹¯2«{©¹���¯B�·2Ãª���½kÇÁ���·2½�±�ª����¢¤£�±�¢

(X∗
G2

) ×LØÚÙ�Û�� Ð�§ª¯�¯B¢¤³¹ª��½�Æ'·�¢ XG2 ⊂ P(g2) =
P13

¢®½
«6·2��¢�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶�±�¢�±2©¹¥°¢¤��½
©¹��
5
±2��«Ì³¹§�½
¶¤ É§>�'«{¢¾¢®½
«6±2¶-¢8¢¤ ¸«�©ÊÃ�¢¾±2¢�±�¶�¢ §ª·2«

1
Âd���,§ª±�ª¯2«�¢�©¹ ®©

³¹¢®½i��ª«�§>«�©L���½ ±�¢ | aI·dÇ�A�§��8�a�1���IaïU³¹¢Ì½
À<½
«{¿¤¥°¢�±�¢�£{§ª ¤©L��¢¤½i±2¢
g2

¢¸«	½�§EÉÁ«�§ªÔ�³¹¢r±�¢�¥G·�³Ê«�©¹¯2³¹©¹ ¤§>«�©L��2Ê
¯B�·�£Ö³_ºÐ§> ®«�©L��G§>±fÄ
�©¹�«{¢Ì½{ª�'«	±2�����¶®½ ¢¸¼d¯�³L©¹ ¤©Ê«�¢®¥²¢®�'« à ¯I§>´�¢¤½iãªãa�fÇkãQ�>�â¸ÂfÞ�ª«���2½i§ª³¹ª£{½ α6 = 3α1+
2α2

³¹§G¯�³¹·2½�³L���´�·2¢�£�§ª ®©¹��¢>Â
���µ©L±�¢¤�«�©ÊáI¢

g2

¢®«
g∗

2

¯�§ª£�³j§H¢8�£
¥²¢�±2¢�Ï1©L³¹³¹©L��´E�
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþtÅ3þ ÿIþ �������

X∗
G2
⊂ P(g2) 	��Ó���� �����=�D��+ ��	 �D��� 	������� ������� � �Mp���� � �=�À���±� (*) �

G2  Y!#	 � � � (X∗
G2

) ×¹ØÚÙ�Û = σ(XG2)
∗ ' σ(XG2)  Yò^�Ó)1��� �<����+ 	 ��� �±	 � 	 ����+���� � q�+ 	 ��� � ��� X∗

G2

�����
� �*� �%��+S���<� 9 	 �H��� � +�����?���+ ��	� Êd�©Ê«

α4 = α1 + α2

³¹§�¯2³¹·�½°´�£�§>��±�¢e£�§ª ®©¹��¢e ¤�·2£
«�¢e±�· ½
À<½
«{¿¤¥°¢.±�¢e£�§ª ®©¹��¢
G2

ÈÕª� ��ª«{¢
H4 = [x−α4 , xα4 ]

Â	Þ��·�½°§ª³L³¹���½Í·2«�©L³¹©¹½
¢¤£�³j§.Ã>§ª£{©L¶®«�¶
Y = P(G.H4) ⊂ P(g2)

 ®�¥²¥°¢,Ã>§ª£{©L¶®«{¶
Ék©L�«�¢¤£
¥²¶®±�©j§>©¹£{¢ôÊxÂ
W	ødùûùûø ÿ*~3þ ±�©¹¥

(Y ) = 10  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L Ð�§>¯�¯�¢®³¹��2½�Æ'·�¢ TH4G.H4 = [g, H4]

ÈB��.¢®�.±�¶®±�·�©L«
TH4 Ŷ = Cxα4=2α1+α2 ⊕

Cxα1+α2 ⊕Cx3α1+α2 ⊕Cx3α1+2α2 ⊕Cxα1 ⊕C[x−α4 ,xα4
]⊕Cx−α1 ⊕Cx−α1−α2 ⊕Cx−3α1−α2 ⊕

Cx−3α1−2α2 ⊕ C−α4=−2α1−α2

ÈI ®¢�Æ'·�©3¯2£{�·2Ãª¢�±2©¹¥
(Y ) = 10

Â
2

¡ � � � � ��� ��� �z��� �L à ±�¢Í³j§Î¯�£{�¯B�½
©L«�©L��+âAÂ¨Fµ��«�£
���½�Æ'·�¢ (X∗
G2

) ×LØÚÙ�Û ⊂ Y
Â�Êdª©L«

x ∈ (X∗
G2

) ×LØÚÙ�Û ÈB��¶¤ ®£{©Ê«
x
±I§>��½�½�§U±�¶® ¤�¥°¯�ª½{©L«{©¹��¨±�¢'?ª�£{±I§>�

x = xs + xn

§ÉÃª¢¤ 
[xs, xn] = 0

Âg����¢1ÔI§>½{¢"±�¢
h
¢®½
«

H1 = [xα1 , x−α1 ]
¢¸«

H2 = [xα2 , x−α2 ]
Èd§ª©L��½{©

xs = aH1 + bH2

ÂdÅiº�¶®Æ'·I§>«�©L��,±�¢
X∗

G2

¢¤½
«6±������¶®¢



ôpoÃU Ýv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
(G/P )∗

ÃLô

¯I§ª£Î³L¢e¯2£{<±�·�©L«Î±2¢¤½¨£{§ª ¤©L��¢¤½Î³L���´�·�¢®½¤Èi©_Â�¢>Â
∆XG2

(x) =
∏

α2
2(xs)α

2
5(xs)α

2
6(xs) = 0

Èi±�¢e¯�³L·�½
���·2½�§ÉÃ����½6Ã<·�Æ'·�¢�¯B�·�£

x ∈ X∗
G2

È
x
¢¤½�«�½{©L��´�·�³L©¹¢¤£Õ½{©�¢®«Ì½{¢¤·2³¹¢¤¥°¢¤�«�½
©

x
�Kº»¢¤½�«�¯I§ª½6·2��¶¤³¹¶®¥²¢®�«

£{¶®´�·�³L©¹¢¤£Ì±�¢
g2

ÂIÅV§° ®���±�©Ê«�©¹ª�
x ∈ X∗

G2

¢¤½�«�¶®Æ'·�©LÃ>§ª³L¢¤�«�¢�¬U³)º»·���¢"±�¢®½� ®���±�©Ê«�©L���½�½{·2©LÃ>§ª�«�¢®½M�
α2(aH1 + bH2) = 0

ÈI©)Â»¢ªÂ
−3a + 2b = 0

©_Â�¢>Â
xs = kH4

È
k 6= 0

α5(aH1 + bH2) = 0
©_Â�¢>Â

3a− b = 0
©_Â�¢>Â

H = kH3

È
k 6= 0

α6(aH1 + bH2) = 0
©_Â�¢>Â

b = 0
©_Â�¢>Â

H = kH1

È
k 6= 0

Â
Å3¢¤½¨¶®³¹¶®¥²¢®�'«{½¨½
¢¤¥°©ÊÇÁ½
©¹¥°¯�³¹¢®½

Hi

¯B�·�£
i = 1, 3, 5

 ¤ª£{£{¢®½{¯B���±�¢®�«¦¬�±�¢®½¨£{§ª ¤©L��¢¤½° ¤�·2£
«�¢®½¤È
©¹³L½,§ª¯2¯I§ª£
«{©¹¢®����¢¤�«e¬R³j§�¥KÑ®¥²¢.ª£{Ô�©Ê«�¢ªÂ6���Ü¯B¢¤·d«e§ª³¹�£
½¨½
·�¯�¯B�½{¢®£

xs = H4

Â�Åiº»¡'À<¯Bª«�¡2¿¤½{¢
x�Kº»¢¤½�«G¯I§ª½�·��0¶®³¹¶¤¥°¢¤�«�£{¶®´�·�³¹©L¢¤£1±�¢

g2

©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢U±�©L¥
(gx

2 = {y ∈ g2, [x, y] = 0}) ≥ 3
Â Ò ��� 

±�©L¥
TxP(G.x) ≤ 10

Â!��£
xs = H4

¢¤½
«"±�§ª��½�³_ºÐ§ª±2¡�¶¤£
¢¤�� ®¢G±�¢
G.x

ÈK��.¢®��±�¶¤±�·2©L«
Y ⊂ P(G.x)

Â
F$§ª©L½G³¹¢®½U É§ª³L ¤·�³L½G±�¢�±�©L¥²¢®��½{©L��R©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢¤�«G§ª³¹�£
½

Y = P(G.x)
ÈÖ¢¸«Î±���� 

x ∈ Y
Âi���RÃ<©¹¢¤�«

±Kº»¶®«�§ªÔ�³¹©L£
(X∗

G2
) ×¹ØÚÙ�Û ⊂ Y

Â
Þ��·2½	§�Ãª���½	§ª·2½{½{©d±Kº»·���¢�¯I§ª£�«i³)º»©¹�2 ¤³¹·2½{©¹ª�

σ(XG2)
∗ ⊂ (X∗

G2
) ×¹ØÚÙ�Û Èª¢®« ±KºÐ§>·2«�£
¢6¯I§ª£�«i³)º»©¹�� ®³¹·�½
©¹��

σ(XG2) ⊂ σ(XG2)
∗ à ¢¤�µ§ª¯�¯�³L©¹Æ'·I§ª�«�³j§G¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L��D��±�¢ | {  _ ��� _ �jâ¸Â Ò ��� ����·�½��Ô2«{¢¤��ª��½

σ(XG2) ⊂ σ(XG2)
∗ ⊂ (X∗

G2
) ×LØÚÙ�Û ⊂ Y,

¢®«G³¹¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½
σ(XG2)

È
σ(XG2)

∗
¢®«

Y
½
��«G«�ª·2«�¢®½G©¹£
£{¶¤±2·� ®«{©¹Ô�³L¢¤½Í¢¸«U±�¢,±2©¹¥°¢¤��½
©¹��

10
È[ ¤¢® ¤©

§ª x¡�¿¸Ã�¢�³j§G¯�£
¢¤·2Ãª¢�±�¢"³¹§Î¯2£{�¯B�½{©Ê«�©L��KÂ
2

�²å�� Ó¥�"ë õ ì"í¸î¸ïVè���ñ
(G/P )∗

���Ý¯�¢®·2«�¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«,½{§ª��½,«{£{�¯ ±2¢.±�©Lß° ®·�³L«{¶¤½,¶¸«�¢¤�2±�£{¢�³L¢µ«�¡2¶¤�£
¿¤¥°¢�ã2Â _ Â ` ¢¤�Ý½¤º�§QÌ�£�§ª�<Ç
 x¡�©L½{½�§>�'«"±2¢U³)º»¡'À<¯Bª«�¡2¿¤½{¢

δX∗ = 0
ÂKË¾º�¢®½
«�¬,±�©L£{¢GÆ'·�¢U��ª·�½1¯�£{ª¯��½
���½1±�¢U ®³j§ª½
½{©ÊáI¢¤£¾«{�·2«{¢¤½1³¹¢®½

Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½6¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½�¯��·2£6·��¦´�£{ª·�¯�¢¾±�¢"Å3©¹¢�½
¢¤¥°©ÊÇÁ½
©¹¥°¯�³¹¢�±�ª�'«�³¹§�Ã>§ª£{©L¶®«{¶�±�·I§ª³L¢�¢¤½�«����£
¥¨§ª³L¢ªÂ
,Á³Ö£
¢¤½�«�¢U±���2 U¬¨«�£{§ª©L«{¢¤£�³¹¢Í ¤§ª½1±�¢®½¾Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½¾±���«1³j§°Ãª§>£{©¹¶¸«�¶�±�·I§ª³L¢Í¢¤½�«"±�¶¤´ª¶¤��¶®£{¶¤¢>Â
Ò º�§ª¯�£
¿¤½Í³L¢¤½"£{¶®½{·�³Ê«x§>«{½�±2¢¨Ï1���¯<ÇÜFµ¢®�V�¤¢®³ à | Ï¾ÇÜF �8��î>í��jâ" ®¢¤½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½¤È3¯B�·�£�·��û´�£
�·�¯B¢Î±�¢¨Å3©L¢
½{©L¥²¯2³¹¢

G
ÈI½{ª�'«

G V X = G/P
±�©¹¥

(G/P ) δX∗

SLn Cn Pn−1 n− 1 n− 1

SL2n+1

∧2
C2n+1 G(2, 2n + 1) 2(2n− 1) 2

Spin9 C16 S5 10 4
Spin10 C16 S5 10 4

{ �·2£Ö³¹¢r É§ª½Ó½{¢®¥²©�ÇÁ½{©L¥²¯2³¹¢ªÈ¤©¹³'½{·2ßÎ«Ö±�¢Ì£{§ª¯�¯B¢¤³¹¢®£Ó³L¢r ¤§ª³¹ ®·�³<½{·�©ÊÃª§>�'«Ó¯B�·�£Ö³L¢r±2¶-¢ §ª·2«Ö±�¢
Seg(X×

Y ) ⊂ P(V ⊗W )
§�Ãª¢¤ 

X ⊂ P(V )
¢¸«

Y ⊂ P(W )
�

δ(X×Y )∗ =
¥²§f¼

(0, δX∗ −
±�©L¥

(Y ), δY ∗ −
±�©¹¥

(X)).



ÃVU d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

���,½{�·2¡I§ª©L«{¢�¢®�� ¤ª£{¢�·��2¢Y¢8�©L½Ì§ª¯2¯�³¹©LÆ<·2¢¤£Õ³¹¢� ¤£{©Ê«�¿®£{¢¾±2¢@�K§�Ä à «�¡�¶®�£{¿®¥²¢¾ã2Â _ Â��'âAÂ<ÅV¢�³¹¢®¥²¥°¢4� �©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢¾±2©¹£{¢® ®«{¢¤¥°¢¤�«�³j§G¯�£
�¯�ª½{©L«{©¹���½
·�©LÃ>§ª�«{¢6�
�M���+ú3�L ������0�]� ÅKþ½éVþ_ÿIþ �������

X = G/P ⊂ P(V )
+ � � ���� �����=� �%� �<��� � � 	�	 � & � � �[q�y � � � � � � � ��	 ��?� � � � )L	 � � q���� ) ��+ � + � q � ��+ ) �T��� 2 ���5�8� � ��?���� � )L	 � G

�=� 	�	 �
GI+A� δX∗ > 0  ^BC� ��+ )>) �8�8� X∗
�����

� � � � ��	 � �U��	 � � � � ��������� � � � � � � � � X
����� 	%$ + � �T����� ���� ���������@��+�� ���� �=��� �?

X = S5 ⊂ P15?
X = Pk × Pl ⊂ P(k+1)(l+1)−1 � k 6= l?
X = G(2, 2n + 1) ⊂ P(

∧2
C2n+1)?

X = Q1 × Pm ⊂ P(S2C2 ⊗ Cm+1), m > 1,Á³����·�½�¢ §ª·d«²¥²§ª©L�'«{¢¤�I§>�'«UÃª¶¤£
©LáI¢®£°½
©�³¹¢®½GÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½°±2·I§ª³¹¢®½Î±�¢¤½UÃ>§ª£{©L¶®«{¶¤½Î±�¢¦³j§.¯�£
�¯B�½{©Ê«�©¹ª�
½{ª�'«°��ª£{¥²§ª³¹¢®½¤ÂiÅV§.Ã>§ª£{©L¶®«�¶

S5 ⊂ P15
¢®½
«²§ª·2«{d±�·�§ª³¹¢�±Kº�§ª¯�£
¿¤½Î³¹¢®½Î£{¢¤½
·�³L«�§>«�½Î±�¢�Ëi©¹�  ®©L«�¶®½Î¢¤�

©¹�«{£{<±�·� ®«{©¹��!È2½�§UÃ>§ª£{©L¶®«{¶1±�·I§ª³L¢1¢¤½
«�±�ª�� "³¹©¹½
½{¢1¢¸«�¢®�µ¯�§ª£
«{©¹ ¤·2³¹©¹¢®£Ì��ª£{¥²§ª³¹¢>Â
{ �·2£Î«{£�§ª©Ê«�¢®£G³¹¢®½Î§ª·2«�£
¢¤½Î É§>½°�2�·�½Î£�§ª¯2¯�¢®³¹���½U³¹§.±�¶®á���©L«{©¹��R±�¢®½°Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½UÆ'·�©�½{§>«�©L½�¢8��«Î³¹§

¯�£
�¯�£{©L¶®«{¶i±Kº�Ñ¸«�£
¢ÌËÌª¡�¢¤�dÇ�F$§ª ¤§ª·�³j§ÉÀ"§fáI��±!º�©L�'«{£{<±�·�©L£{¢ ·��2¢	Ãª¢¤£
½{©¹ª�M¢8�£�«�¢i±�·� ¤£
©L«{¿¤£{¢i±2¢Õ�2�£{¥²§ª³¹©Ê«�¶
±�¢HÊd¢¤£
£{¢ªÂ!���$£
¢¤�Ã��©L¢G¬ | A�§��8�aíaí��[¯I§ª´ª¢¤½
��î��>Ç���îa�°¯B�·�£�³¹¢®½�±2¶®áI��©Ê«�©L���½�¢®«�³j§Î¯�£{�¯B�½
©L«�©L��eÆ<·2©
½{·2©LÃ�¢®�«ÉÂ

���¦§ª�2��¢É§ª·¨³¹< É§ª³
A
¯B�½{½
¿¤±�¢¾·���¢�½
¶¤Æ'·�¢¤�2 ¤¢"£{¶®´�·�³¹©L¿¤£
¢�±Kº»¶¤³L¶¤¥°¢¤�«�½Ì±�¢�½{ª��©¹±�¶¤§ª³+¥¨§f¼d©L¥¨§>³

m

x1, . . . xn

ÈI³¹�£
½{Æ'·�¢
x1

�!º�¢®½
«�¯I§ª½�·��e±�©LÃ<©L½{¢¤·2£�±�¢
A
¢¸«�¯��·2£6«��·2«

i = 2, . . . , n
È
xi

�Kº»¢¤½�«�¯I§ª½�·��
±�©ÊÃd©L½{¢®·�£�±�¢

A/(x1, . . . , xi−1)A
Â

���>�J�"�0�8�<�L� Å3þ½éVþ ÿIþ �������
r 	 � )L	 +>��q �%��� �R� � �z��� � ��� 	 GI+S� A ) �8���8y%���.+ � �H�8�%GI+A� � ��� � ��q�+ 	 ��y � ����

r
� 	 � � � � �0�M� ��� �5�8� � �<��� ��	 � � wa� � ��	� �!#	 � � � A

����� : � & � � ? ó�� � � + 	���( ���K±�©¹¥ (A) = r  ���>�J�"�0�8�<�L� ÅKþ½éVþLý3þ�Ö � � ���� ������� )L� ��p������<�  � X ⊂ P(V )
����� ³=��� ��� & � ���z�<GI+A� � � � �½¶ : � & � � ?

óR� � � + 	���( ���3���p�8��+ 	 � � � � �p��� 	%$ ���A� � � + 	 �8� ��	 OX,x

� � ����+'� ) ��� � � x ∈ X
����� : � & � � ? óR� � � + 	���(� ���µ¯B¢¤·2«�¥²§ª©¹�«{¢¤�I§ª�«�£{§ª¯�¯B¢¤³L¢¤£�³j§GÃª¢¤£{½
©¹��x¢8�£�«�¢1±�·e ¤£
©L«�¿®£{¢1±�¢TÊd¢®£{£
¢ªÂ

�M���+ú3�L ������0�]� Å3þ½éVþLýKþ �������
X ⊂ P(V )

+ � � ���� �����=� )L� ��p������z�  � � GI+��6����� ��� ��� & � ���<�<GI+A� � � � �
: � & � � ? óR� � � + 	���( ���7�=� 	�	 �6GI+S� X

�8�����F��� � q�+ 	 ��y � �O� � ���I��� � � � ����� �®� + � ��� � � 2  J!#	 � � � X
�����

� � � � ��	 �  ���U¶®«�·2±�©¹¢6½
¶¤¯I§>£{¢¤¥°¢¤�«i³L¢¤½ÖÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½
Pk×Pl ⊂ P(k+1)(l+1)−1 k > l

È
G(2, 2n+1) ⊂ P(2n+1

2 )−1¢®«�³¹§ÍÃª§>£{©¹¶¸«�¶
Q1 × Pm ⊂ P3m+2, m > 1

Â
W	ødùûùûø ÿ*�Kþ 2 ��� ���� �����=��� (Pk × Pl)∗ ⊂ P(k+1)(l+1)−1 � k > l

���
G(2, 2n + 1)∗ ⊂ P(2n+1

2 )−1�8� � � � � � � ��	 ���  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ���,£�§ª¯2¯�¢®³¹³¹¢�Æ'·�¢� ®¢¤½ÌÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½r½�§>«{©¹½�¢8ª�'«Ì§ª·d¼¨©¹½
�¥°�£{¯�¡2©¹½{¥°¢¤½	½
·�©LÃ>§ª�«�½®È (Pk×
Pl)∗ ' σl−1(P

k×Pl) à ³¹§¾Ã>§ª£{©L¶®«�¶�±2·I§ª³¹¢�½®º�©L±�¢¤�«{©LáI¢�¬1³j§1¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©LÃ<©L½�§>«{©¹��U±�¢�³¹§1Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½i±2¢¤½Õ¥¨§fÇ«�£
©¹ ®¢¤½Ö±2¢Ì«x§ª©L³¹³L¢
(k+1)×(l+1)

¢®« ±�¢Ì£{§ª��´1§ª·Í¯�³¹·�½
l−1

âÓ¢®«
G(2, 2n+1)∗ ' σn−1(G(2, 2n+1))à ³¹¬U¢¤�� ®�£{¢�³j§GÃ>§ª£{©L¶®«{¶�±2·I§ª³¹¢"½®º�©L±�¢¤�«�©ÊáI¢�¬°³¹§°¯2£{fÄ
¢® ®«�©ÊÃ<©��É§f«�©¹ª��±�¢¤½�¥¨§>«{£{©L ¤¢¤½�§>�'«{©¹½�Àd¥°¥°¶®«�£
©¹Æ'·�¢®½±�¢�«x§ª©L³¹³L¢

(2n+1)× (2n+1)
¢¸«Ì±�¢�£�§>��´Í§>·²¯�³L·�½

2n−2
â¸Â ,Á³+¢¤½�«ÌÔ�©L¢¤�° ¤��2�<· à Ãª�©¹£	¯I§ª£	¢A¼2¢®¥²¯2³¹¢| Ï"¢.�8�aí����jâÌÆ'·�¢" ¤¢¤½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�½
��«�ËÌ�¡�¢¤�<ÇÜF$§ª ¤§ª·�³¹§�ÀªÂSËi�2áI�e³¹¢�³L©¹¢¤·�½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£Ì±2¢

(Pk × Pl)∗
¢¤½�«



ôpoÃU Ýv�Lm%¿�fi¼½j�k*»Å$Ln
(G/P )∗

Ã:`

©¹½
�¥°�£{¯�¡2¢	¬
σl−1(P

k×Pl) à ¥²§>«�£
©¹ ®¢¤½3±�¢Õ£�§ª�2´¾§ª·�¯�³¹·2½ l−2
â3¢¸«Ö³L¢	³¹©¹¢®·"½{©¹�2´�·�³¹©L¢¤£3±�¢

G(2, 2n+1)∗¢¤½�«1©¹½
�¥°�£{¯�¡2¢Í¬
σn−2(G(2, 2n + 1)) à ¥¨§f«�£{©L ¤¢®½¾§ª�«{©¹½
À<¥°¥²¶¸«�£
©¹Æ'·�¢¤½�±�¢G£{§ª��´�§ª·$¯�³¹·�½ 2n − 4

â
 ¤¢�Æ'·�©�©L¥²¯2³¹©¹Æ'·�¢�Æ'·�¢¾ ¤¢¤½ÕÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½Ì±�·�§ª³¹¢®½r½
��«6Ô�©L¢¤�,½
©¹��´�·2³¹©¹¿®£{¢®½Õ¢®�, ¤<±�©L¥²¢®��½{©L��¨§>·¨¥°�©¹��½

2
Â
2

,Á³3£{¢®½
«�¢�¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«�¬U«�£{§ª©L«{¢¤£6³L¢1 É§ª½
X = Q1 × Pm ⊂ P3m+2 È m > 1

Â
W	ødùûùûø ÿ!X!þ	J ��+>� �� � � � 	%$ �\�8� � � �µ)A& �\� � �7��+'� ���� � (Q1 × Pm)∗ ' τ(Q1 × Pm)  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ÅV§RÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶ X = Q1 × Pm

 ¤ª£{£{¢®½{¯B���±Ü¬R³j§û¯2£{fÄ
¢® ®«�©ÊÃ<©¹½�§f«�©¹ª�Ý±�¢�³)º»�£{Ô2©L«�¢
¥°©¹��©L¥¨§ª³L¢	±�¢

G = SL2×SLm+1

§>´�©¹½
½�§ª�«	½{·2£Õ³¹§�£{¢®¯�£{¶®½{¢¤�«�§>«�©L��
S2C2⊗Cm+1

Â<���Î��ª«{¢
e0, e1·���¢UÔ�§ª½{¢Î±�¢

C2
¢®«

f0, . . . fm

·��2¢°Ô�§ª½{¢U±�¢
Cm+1

Â3Å3¢GÃ�¢¤ ¸«�¢®·�£
e0

à £{¢¤½
¯KÂ f0

â�¶®«x§>�'«"³L¢GÃ�¢® ®«�¢®·�£
±�¢Î¯�³L·�½1¡I§ª·2«"¯B�©L±�½1¯�ª·�£1³j§,£
¢¤¯�£
¶¤½{¢®�«x§>«{©¹���½
«�§ª��±I§ª£
± ±�¢

SL2
à £
¢¤½{¯!Â SLm+1

â¸ÈKª��§
e2
0 ⊗ f0¢¤½�«�³¹¢�Ã�¢® ®«{¢¤·�£�±�¢"¯�³¹·�½�¡�§ª·2«�¯�ª©¹±�½®Â

Ëi��©¹±�¢®�'«{©Lá+§>�'«
V = S2C2⊗Cm+1

¢¸«�½{ª�,¢¤½
¯I§ª ¤¢1±2·I§ª³)È'³¹§�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¾±�·I§>³¹¢
X∗

 ¤��)�� ¤©L±�¢�§ÉÃª¢¤ 
³j§G¯2£{fÄ
¢® ®«�©ÊÃ<©¹½�§f«�©¹ª��±�¢"³)º»�£{Ô�©Ê«�¢

G((ge2
0 ⊗ f0)⊥)

Â
g(e2

0 ⊗ f0) =< e2
0 ⊗ f0, e0e1 ⊗ f0, e

2
0 ⊗ fi >, i = 1, . . . , m

ÂK���.£
¢¤¥²§ª£{Æ'·�¢�¢¤��¯I§>£
«�©L ¤·�³L©¹¢®£
Æ'·�¢

T̂e2
1⊗fm

X =< e2
1 ⊗ fm, e0e1 ⊗ fm, e2

1 ⊗ fi >, i = 0, . . . , m − 1
Ã�¶®£{©ÊáI¢

T̂e2
1⊗fm

X ⊂

(g(e2
0 ⊗ f0))

⊥
Âi���0¢®�R±�¶¤±2·�©L«Í±���� ²³)º»©¹�� ®³¹·�½
©¹���±Kº»�£{Ô�©Ê«�¢

G(T̂e2
1⊗fm

X) ⊂ G(g(e2
0 ⊗ f0)⊥

Â ÅV§
Ã>§ª£{©L¶®«{¶¾±�¢®½Ì«x§ª�2´�¢¤�«�¢®½

τ(Q1 ×Pm)
½
¢�±�¶¤ ®£{©Ê«� ¤�¥°¥°¢�³¹§Í¯�£{ Ä
¢¤ ®«{©LÃ<©¹½{§>«�©L��¨±2¢�³)º»�£{Ô2©L«�¢

G(TxX)
Â

��� Ã<©¹¢®�'«²±���2 $±�¢µ¥²��«{£{¢¤£®ÈÕ§ª¯�£{¿®½,©¹±2¢¤�«�©ÊáI É§>«{©¹��
V ' V ∗

È	³)º»©¹�� ®³¹·�½
©¹��
τ(X) ⊂ X∗

ÂÌË6§ª³ÊÇ
 ¤·2³¹���½¨³¹¢¤½¨±�©¹¥°¢¤��½
©¹��2½²±�¢� ®¢¤½,Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½®Â6ÅV§�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½,±�¢®½�½{¶® É§ª�«�¢®½¦±�¢

X
¶®«�§ª�«�����Ý±2¶-¢8¢¤ AÇ

«�©ÊÃ�¢ à �� ¯�¢®·2«eÃ�¶¤£
©LáI¢®£µÆ'·�¢�³j§R«�£
�©¹½
©¹¿¤¥°¢D¢8�£
¥²¢R¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢�¢¤½
«$���� �<·2³¹³¹¢Éâ,©¹³1½¤º»¢¤� ½{·�©Ê«
Æ'·�¢�±�©¹¥

(τ(Q1 × Pm)) = 2(m + 1)
Â�ÅV§ Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶

X
¢®½
«µ£{¶®´�³¹¶®¢�¯�§ª£¦±�¢¤½e¢¤½
¯I§ª ¤¢®½$³L©¹��¶¤§ª©¹£
¢¤½

±�¢U«ÁÀ<¯�¢
e2 × Pm−1

È3���¢¤��±�¶¤±�·2©L«�Æ'·�¢
δX∗ ≥ m − 1

 ®¢²Æ'·�©i©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢G±2©¹¥
(X∗) ≤ 2m + 2

Â
Åiº�©L�� ¤³L·�½{©L�� Æ'·�¢$³_º��� §�¯�£{¶® ¤¶¤±2¢¤¥°¥²¢®�'«²±�¶®¥²��«{£{¶¤¢�¢8�£{ ®¢¦³)º»¶¤´§ª³L©L«{¶�¢®«°¥²ª�'«{£{¢e³)º»©¹½
�¥²ª£{¯�¡�©L½{¢
τ(Q1 × Pm) ' (Q1 × Pm)∗

Â
2

W	ødùûùûø ÿ*�Kþ v*	 ��wa�\�����
��w � ����� � � � ��¡Ï� � 9 ���=��� �U��)L� y�� )L� ��p������<�  �\� � �<��� �1� � � � 	 +>�8���M� ��� � τ(Q1 ×
Pm) � m > 1 � GI+��W�8� � �

Q1 × Pm ⊂ P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗ ⊂ τ(Q1 × Pm).

BC�º� ��� )L	 +>� τ(X) ×¹ØÚÙ{Û = P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗
�����C�������I��� � � � ����� � m

� ��� � τ(X)  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ËÌ�¥°¥²¢���ª·�½Î³)º�§�Ãª���½Î£�§>¯�¯�¢®³¹¶�³¹§�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶�±�¢®½°«�§ª��´�¢®�'«{¢¤½°½{¢¦±�¶® ¤£{©Ê«° ¤�¥°¥²¢
P(GTxX)

Â ¥ ©L��½{©	·��2¢¨�£
Ô�©L«{¢° ®��«�¢®�<·2¢,±I§ª��½
τ(X)

¯�£{�Ã<©¹¢®�'«Í±Kº»·���¢
H
ÇÁ�£
Ô�©L«{¢U±�¢

TxX
aï

H¢¤½�«¨³¹§.¯I§ª£�«�©¹¢�½
¢¤¥°©ÊÇ�½{©¹¥°¯�³L¢¨±�¢
P
Â�,Á ¤©

H = C∗ × SLm

¢¸«¨³_º�¢®½{¯I§ª ®¢�«x§ª��´ª¢¤�«
Te0⊗f0Q

1 × Pm¢¤½�«Î³)º»·���©L��û±�©L½8Ä
�©L�«�¢¨±2¢
Te2

0
Q1 ⊗ f0

¢¸«
e2
0 ⊗ Tf0P

m
Âi���R±�©¹½�«�©L��´�·�¢¨§ª³¹�£
½

4 H
ÇÁ�£
Ô�©L«{¢¤½Í±�§ª��½

T̂e2
0⊗f0

Q1 × Pm
Æ<·2©3½{��«

< e2
0 ⊗ f0 >

È
< (T̂e2

0
Q1)⊗ f0 >

È
< e2

0 ⊗ T̂f0P
m >

È2¢®«�³)º»�£
Ô�©L«{¢¾±�¢®��½{¢
< (T̂e2

0
Q1)⊗ f0 > ∪ < e2

0⊗ T̂f0P
m >

ÂdËÌ¢®«
«�¢�±�¢¤½
 ¤£{©L¯2«�©L��¨±2¢¾³)º�§ª ¸«�©¹ª�²±�¢
H
½
·�£

TxX
©L¥²¯�³L©¹Æ'·�¢



ÃSc d#e1fih]j�k8mµnÀôpoSÂThih]¼�jÃ)af1k�j��[sg¾
fnÄ1ÁÅ&�fAm�jl»>k*»Â¾xe!�[¿Æ�Su¨ÇAs1n�¾

Æ'·Kº»©¹³K¢A¼2©L½
«{¢�§>·e¯2³¹·�½
4
�£
Ô�©L«{¢¤½�©¹�2 ¤³¹·2½{¢¤½�±�§ª��½

τ(X)
ÂB���¦ ¤��2 ¤³¹·¦¢®�µ�Ô2½{¢¤£�Ã>§ª�«�Æ'·�¢"³L¢¤½�Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½

±�·�³L¢¤¥°¥²¢�½{��«�Ô2©¹¢¤�¨©¹�� ®³¹·�½
¢¤½6±I§>��½
τ(X)

Â!,Á³B¢¤½
«6 ¤³j§>©¹£ÕÆ<·2¢1³j§�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶
σ(Q1×Pm)∗

¢¤½
«6©¹�� ®³¹·�½
¢
±I§ª�2½

τ(X)
 ¤§ª£	 ªº»¢¤½
«Ì·���¢� ¤�¥°¯B�½�§ª�«{¢�±2¢

X∗×¹ØÚÙ{Û È��²¥°��«�£
¢�±�¢�¥6Ñ¤¥°¢�Æ'·�¢ P2×Pm ⊂ X∗×LØÚÙ�Û ¢¤� É§>³¹ ¤·2³j§ª�«r·���¢1½{¢® ®«{©¹��,¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª��¢¾¢®«�¢®��¥²��«{£�§ª�«6Æ'·�¢1 ®¢¤³L³¹¢¸Ç� ¤©+�Kº»¢¤½�«�¯I§ª½6·���¢®½{¯B É§ª ®¢1³¹©L��¶É§ª©L£{¢
±�¢"±�©L¥²¢®��½{©L��

m− 1
Â
2

���µ¯B¢¤·2«�¥²§ª©¹�«{¢¤�I§ª�«�¢®�eá���©¹£�§ÉÃ�¢® 
(Q1 × Pm)∗

�
W	ødùûùûø ÿ*m3þ Ø ��+ � m > 1 �;	��K���� ������� (Q1 × Pm)∗

����� � � � � ��	 �  
¡ � � � � ��� ��� �z��� �L ÅV§�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶ X = G/P = Q1 × Pm

¶¸«x§ª�«"¥°©¹�'·�½{ ®·�³¹¢Í���§¦Æ'·�¢
TxX

¢¤½�«"·��
P
ÇÁ¥°d±�·2³¹¢Î©¹£
£{¶¤±2·� ®«{©¹Ô�³L¢ªÂÖ�1�û¯�¢®·2«Î§ª³L�£{½Í§ª¯�¯�³L©¹Æ'·�¢¤£�³¹¢®½Í£{¶®½{·�³Ê«x§>«{½G±�¢�Ï1¢®¥²¯1¢ | Ï1¢.�8�>í����6¢®«G¢¤�

±�¶®±�·�©¹£
¢²Æ'·�¢
P(G(TxX)) = τ(X)

¢®½
«UËÌ�¡�¢¤�<ÇÜF$§ª ¤§ª·�³¹§�ÀªÂ Ò ¢¨¯�³L·�½�³j§¦½
«�£{§>«�©ÊáI É§f«�©¹ª��±2¢
τ(X)©¹¥°¯�³L©¹Æ'·�¢�Æ<·2¢°³L¢G³¹©L¢¤·.½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£¾±2¢

τ(X)
¢¤½�«"±�¢U ¤<±�©¹¥°¢¤�2½{©¹ª�

m ≥ 2
±�§ª��½

τ(X)
Â3ÅV§¨Ãª§>£{©¹¶¸«�¶

τ(X) ' X∗
¢¤½
«�·��2¢�Ô2©¹¢¤�¦Ã>§ª£{©L¶®«{¶����£
¥¨§ª³L¢ªÂ

2

���²¯B¢¤·2«Õ±�ª�� � ¤��� ®³¹·�£
¢� ¤¢®«
«�¢�½{¢® ®«{©¹��²§ÉÃ�¢¤ �·���¢�´�¶®��¶¤£{§ª³¹©L½�§>«{©¹��G±2¢�³¹§� ¤³¹§ª½{½
©LáI ¤§>«�©L��Î±������¶®¢
¯I§ª£�³L¢�«�¡�¶®�£{¿®¥²¢�ã2Â _ Â ` Â
\�dp�Â�S�e8<ùûø ÅKþ�éVþ ÿIþ �������

X = G/P ⊂ P(Vλ)
+ � � ���� ������� ��� �<��� � � 	�	 � & � � �[q�y � � ) ��+ � + �q � ��+ ) �6��� 2 ���H�8� � ��?���� � )L	 � G  32[������ �������K��+ ��	 � X∗ ����� � � � � ��	 �
���7���F�8��+ 	 � � � � �C��� X

�����
	%$ + � �
����� ���� �����=���5��+�� ���� ����� �

X
�����;+ � � ���� �������T��+±� & ��� � y � � ÷Â ö  ��> 

X = Pk × Pl ⊂ P(k+1)×(l+1)−1 � k > l  
X = G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1)n−1  
X = S5 ⊂ P15  
X = Q1 × Pm ⊂ P3m+2 � m > 1  



¬ � �»ªÎ´ ª ¬

¢ ¤×�¯y³¥ ²Æ³»© �ª � ��²Æ¯y©µ��¼ �3�¥¤ � § �»ª
F4

����£{¢¤¯2£{<±�·�©L«Ì±I§ª��½� ®¢®«
«�¢1§ª�2��¢¸¼d¢"³¹¢� É§ª³L ¤·�³�Æ<·2¢����·�½�§ÉÃª���½�¥°¢¤��¶1¬�³)º�§ª©¹±�¢�±�¢ óR��)L	 �r¯��·2£¯�£
�·2Ã�¢®£6³¹¢�³¹¢®¥²¥°¢ _ Â'Ð�§ª¯2¯�¢®³¹���½Õ³¹¢�Ô�·2«Ì±�¢� ®¢¾ É§>³¹ ¤·2³Z�<��¨½
�·�¡I§>©L«�¢�±�¶¤ ®£{©L£{¢¾ ®¢¤£�«x§ª©L��½r¥°���Ñª¥²¢®½
±�¢

∆F4

È3³¹¢Î±�©L½{ ®£{©¹¥°©¹��§ª�«1±�¢
XF4

È3¢¤�º¢8��� ®«{©¹�� ±�¢®½�´ª¶¤��¶®£�§>«{¢¤·�£
½�±�¢°³)º�§ª³L´�¿¤Ô�£
¢G±�¢®½�¯B�³LÀ<��Ñª¥²¢®½
©¹�Ã>§ª£
©j§ª�«�½�½
�·�½�³)º�§ª ¸«�©¹ª��±�·µ´ª£{�·�¯B¢1±�¢ } ¢®À<³)Â

ì ª·2«�±Kº�§ªÔB�£{±µ��.¢®�'«{£{¢�³¹¢�½
À<½
«{¿¤¥°¢G±�¢Í£{§ª ¤©L��¢¤½�¢¤�. ®�¥°¥²¢®�� É§ª�«�¯I§ª£�³¹¢¤½�£�§> ¤©¹�2¢¤½¾¯B�½
©L«�©ÊÃ�¢®½ ¤ª·�£
«{¢¤½¤È

> u := 1
>
¢8�£

i
¢8£
�¥

1
«�

4
±�

a[u] := x[i]; u := u + 1
<±

:¢8�£
i
¢8£
�¥

0
«{

1
±��¢8�£

j
¢8£
�¥

0
«{

1
±��¢8�£

k
¢8£
�¥

0
«{

1
±�

a[u] := (1/2) ∗ (x[1] +
((−1)i) ∗ x[2] + ((−1)j) ∗ x[3] + ((−1)k) ∗ x[4]); u := u + 1

<±¦d±¦<±
:

���µ¢®�'«{£{¢"¥²§ª©¹�«�¢®�I§ª�«�³¹¢®½�£�§ª ®©¹��¢®½�³¹���´ª·�¢¤½®È

>
¢8�£

i
¢8£{�¥

1
«{

3
±2.¢8ª£

j
¢8£{�¥

i + 1
«�

4
±�

a[u] := x[i] + x[j]; a[u + 12] := x[i] −
x[j]

<±¦d±
:

{ ·�©¹½���¦ É§>³¹ ¤·2³¹¢1³¹¢®½�£�§ª ®©¹��¢®½���¶¤´§f«�©LÃª¢¤½®È

>
¢8�£

i
¢8£
�¥

1
ÔÀ

1
«�

24
±�

a[i + 24] := −a[i]
<±��

���µ©L�'«{£{<±�·�©Ê«�³¹¢®½
4
¯��³ÊÀ<��Ñ�¥°¢¤½�©¹�Ã>§ª£
©j§ª�«�½®È

> R := sum(′a[k]∧2′,′ k′ = 1..48) :
> S := sum(′a[k]∧6′,′ k′ = 1..48) :
> T := sum(′a[k]∧8′,′ k′ = 1..48) :
> U := sum(′a[k]∧12′,′ k′ = 1..48) :

íaí



ÃSÍ dYegfihLjlk8m�nÅÂ�o d^fi¼�)!Äi¼i¾/Äim@¼�n%$pjl¾ )1m�jt¿Àjtsgfis'kb$]n
F4
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P := product(a[x], x = 13..24) ∗ product(a[y], y = 37..48) :
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P
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¢ªÂ
{ �·2£� ®�¥°¥²¢®�� ¤¢®£�ª�¦Ãª¶¤£
©LáI¢"Ô�©L¢¤�eÆ<·2¢

P ∈ C[R, S, T, U ]

> with(Grobner) :
> G := [R, S, T, U ] :
> GB := gbasis(G, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GB, tdeg(x1, x2, x3, x4));
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0F$§ª©L�'«{¢¤�I§>�'«�¥°��«�£
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R, S, T
¢®½
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> GU := [R, S, T, ] :
> GBU := gbasis(GU, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GBU, tdeg(x1, x2, x3, x4));

���µ�Ôd«�©¹¢®�«ÉÈ

7958720(x2
2x

2
3 + x2

2x
2
4 + x4

3 + x2
4x

2
3 + x4

2)x
20
4 + 57344x24

4
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> GT := [R, S, U ] :
> GBT := gbasis(GT, tdeg(x1, x2, x3, x4)) :
> normalf(P, GBT, tdeg(x1, x2, x3, x4));
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ËÌ¢Í ¤§ª³¹ ®·�³3¥²ª�'«{£{¢"Ô�©L¢¤�$Æ'·�¢
P = mT i + nU j + ...

ÈB§�Ãª¢¤ 
m 6= 0

¢¸«
n 6= 0

È+�£���µ½�§ª©Ê«�Æ'·�¢
deg(T ) = 8

È
deg(U) = 12

¢®«
deg(P ) = 24

ÂV,Á³3½®º�¢®�µ½
·�©L«
i = 3

¢®«
j = 2
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¢®«� ®��«�¢¤�'·�¢®½�±�§ª��½
G/P

Â

X Base|IIX,x|
Q2n−1 ⊂ P2n Q2n−3 ⊂ P2n−2

Q2n−2 ⊂ P2n−1 Q2n−4 ⊂ P2n−3

S5 ⊂ P15 G(2, 5)
G(2, 5) ⊂ P13 P1 × P3

P1 × Pn P0 t Pn−1

ý ú[úÖü<�þ1a'���<�L����1���0�]�"�Vødü ü8ø
Å3¢¤½ÓÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½[±�¢®½Ö½{¢® ®«{©¹���½65)5�È7585IÈ95)5¾½{ª�'«[«�ª·2«�¢®½Ö±�¢®½ÓÃ>§ª£{©L¶®«{¶¤½[¥²©L�<·2½{ ¤·2³¹¢¤½®Â>�1��¯�¢®·2«Ó±�¶¤ ®£{©¹£
¢

¢¸¼d¯�³L©¹ ®©L«�¢®¥²¢®�«6³)º�§ª¯�¯2³¹©¹ ¤§>«�©L��ÎÆ'·�©K¢¤�O¢ §>©L«r±�¢¤½6Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½6£{§>«�©L�����¢®³¹³L¢¤½r¬G¯I§ª£
«{©¹£Õ±�·¦³¹©L¢¤·¨±2¢�ÔI§ª½
¢1±�¢
³j§°½{¢® ¤���±2¢H¢8�£{¥°¢M¢8ª��±I§ª¥°¢¤�«x§>³¹¢ªÂ�ËÌ¢¸«{«�¢G§ª¯�¯�³L©¹ É§f«�©¹ª�µ¯�£
�Ãd©L¢¤�«�±!º�·�� §>³¹´��£
©L«{¡�¥²¢1¯2£{¶¤½
¢¤�«�¶Î¯I§>£| ÅKÇ�F _ �a� _ �VÆ<·2©3¯�¢®£{¥°¢®«�±�¢"£{¢® ¤���½�«�£
·�©¹£
¢"«{�·2«{¢¤½�³¹¢®½6Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�¥²©L�<·2½{ ¤·2³¹¢¤½®Â

���.½{·�¯2¯��½
¢GÆ'·�¢
X
¢®½
«1·2��¢�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶Í¥°©¹�'·�½
 ¤·�³L¢�¥°©¹��©L¥¨§>³¹¢¤¥°¢¤�«�¯2³¹���´ª¶¤¢ à X �Kº»¢¤½�«1¯I§ª½�·��

¯�£
d±�·2©L«²±�¢RÊd¢®´�£{¶$��©�·2�Ý£{¢¤¯2³¹���´ª¢¤¥°¢¤�«¨±2¢Å 	¢¤£
���¢¤½
¢�âAÂFÊd�©Ê«
d
³L¢µ¯2³¹·�½²¯�¢¸«�©L«²¢¤�«{©¹¢¤£°«�¢®³¾Æ'·�¢

σd−1(Base|IIX,x|) 6= Pn−1
¢¸«

σd(Base|IIX,x|) = Pn−1 = P(T )
Â<���¨ ¤ª��½{©L±�¿¤£
¢�³L¢�¯2³¹���´ª¢¤¥°¢¤�«

Pn−1 ⊂ Pn
±�����2¶�¯�§ª£

{x0 = 0}
ÂIÅiº�§ª¯�¯�³L©¹ É§f«�©¹ª�,£�§>«{©¹��2¢¤³¹³L¢¾¢®½
«�³j§G½
·�©LÃ>§ª�«�¢.�

φ
�

Pn
99K PN ⊂ P(SdCn+1∗)

[x0, . . . , xn] 7−→ [xd
0, x

d−1
0 B(T ∗), xd−2

0 I2(Base|IIX,x|), x
d−3
0 I3(Base|IIX,x|),

. . . , Id(σd−1(Base|IIX,x|)]¥ Ãª¢¤ � ®�¥²¥°¢e��ª«x§f«�©¹ª��½±�
B(T ∗)

 ¤ª£{£{¢®½{¯B���± ¬û³¹§�±�ª����¶¤¢$±Kº�·2��¢.ÔI§ª½
¢.±�¢
T ∗

¢¸«
Ik(Z) ¤ª£{£{¢®½{¯B���±°¬¾³¹§¾±�����2¶¤¢�±Kº»·��U¢¤�2½{¢¤¥ÍÔ�³¹¢�±�¢Ì´�¶¤��¶®£�§>«{¢¤·�£i±2¢6³)º»©¹±�¶¤§ª³<¢¤�U±�¢®´�£{¶

k
±�¢

Z
Â�Å3¢6£
¶¤½
·�³L«�§>«

±�¢" ¤¢¸«{«{¢�§>¯�¯�³¹©L É§>«{©¹��¨¶®«x§>�'«�Ô�©L¢¤�e¢¤�«�¢®��±�·
φ(Pn) = X

Â

� �S��� ø� ¤ú3�L�43"A�41�øH3Vø(\
���� 
ÅV§� ¤ª£{£{¢®½{¯B���±I§>�� ¤¢µ±�¢ ì ©Ê«�½ à Ãª�©¹£ | Å!Ç�F _ �a� ã��jâU±�¶¤ ®£{©L«°±�¢®½K¢ §ª¥°©¹³L³¹¢®½G±�¢¦Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½²Æ'·�©�£{¢AÇ ¤ª·2Ã<£{¢¤�«

X
³¹�£
½{Æ'·�¢	 ¤¢®½"¢ §ª¥°©¹³L³¹¢®½�½
��«Ó¯�§ª£�§ª¥°¶®«{£{©L½{¶¤¢®½V¯I§ª£3±�¢®½[Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½3¡�ª¥²�´ª¿¤��¢®½¤Â�Êd�©Ê«

B ⊂ G·��µ½{�·�½kÇÁ´�£
�·�¯B¢"±�¢ � �£{¢®³[¢¸«�½{�©L¢¤�«
P
¢®«

Q
±�¢¤·<¼$½
�·�½kÇÁ´�£
�·�¯B¢¤½�¯I§ª£�§>Ô��³L©¹Æ'·�¢®½ à ©)Â»¢ªÂ B ⊂ P

¢®«
B ⊂ Q

â¸Â+ÅV§U ¤�£
£{¢¤½
¯�ª��±I§ª�� ®¢"±�¢ ì ©L«�½�¯B¢¤£
¥²¢¸«�±�¢"¯I§ª£{§ª¥²¢¸«�£
©¹½{¢®£�±�¢¤½�½
�·�½�Ç)Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½�¡��¥°�´�¿®��¢¤½±�¢
G/P

¯I§>£
G/Q

±�¢"³j§
¢ §�Î®��¦½{·�©ÊÃ>§ª�«�¢.�



d@o�bfÍAn�¾ &�fAm�jl»>k*»Â¾ï$]nRq�)O�]m;:af
&

¼�nÂ¾=<?>µf�Äg¾-¾InÂ¾A@Æ&�fAm�jl»>k*»Â¾ï$]nRq�)O�]m;:af ÍSÙ

G/B
p1

{{xxxxxxxx
p2

##FFFFFFFF

G/P G/Q

Å3¢¤½	½{�·2½�Ç�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½i±2¢
G/P

½{ª�'«
Y = p1(p

−1
2 (x))

¯B�·�£
x ∈ G/Q

Â'���°±2¶¤ ¤£
©L«i©L ¤©�³L¢¤½J¢ §ª¥°©¹³L³¹¢®½
±Kº»¢¤½
¯I§ª ¤¢®½�¯2£{fÄ
¢® ®«�©�¢8½�¢®«�±2¢�Æ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢¤½�±�¢"±�©L¥²¢®��½{©L��,¥²§f¼d©¹¥²§ª³¹¢®½r�Ôd«�¢¤�'·�¢®½�¯I§ª£�³j§� ¤�£
£{¢¤½
¯�ª�dÇ
±I§ª�2 ¤¢"±�¢ ì ©L«{½M�

X Pk ⊂ X
¯I§ª£{§ª¥°¿®«�£
¢

Ql ⊂ X
¯I§ª£�§>¥²¿¸«�£{¢

Q2n−1 ⊂ P2n k = n− 1 Sn l = 2n− 1 G/G
Q2n−2 ⊂ P2n−1 k = n− 1 Sn l = 2n− 2 G/G

S5 ⊂ P15 k = 4 S5 l = 6 Q8

1 å�ä Á�ñ�ð��1ì1ëÓî®è6ïVè�ð �¦ñ BQ�K��ëDC�ì
&

í®ñ�ðFE�GªìbÀ¦ð[ð3ñ�ðIH��1ì1ëÖî¸è6ïVè�ð �¦ñ
BQ�K��ëDC�ì

Å3¢¤½Ö£
¶-¢8¶®£{¢¤�2 ¤¢¤½Ó³¹¢®½Ó¯�³L·�½V ¤�¥°¯�³L¿®«�¢®½V½{·�£[³j§�´�¶¤ª¥²¶¸«�£{©L¢i±�¢¤½VÃ>§ª£{©L¶®«{¶¤½[±�¢CÊ< ¤�£M�É§�½
��« | �K§�Ä±�8�a��ã<È
ËÌ¡ _ �a� ã��)Â>���G§ª¯2¯�¢®³¹³¹¢@Éµ¢ §ª·�½
½{¢¤½�Ê	Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½Ó±2¢CÊd ®�£[�¤§�³L¢¤½[¯�³¹��2´�¢¤¥°¢¤�«�½V±�¢^Êd¢®´�£{¶r±�¢r±2¢¤·d¼�¢¤½
¯I§ª ®¢¤½¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©t¢8½Ó±�¢Ì±2©¹¥°¢¤��½
©¹���½V±�©�Ì!¶®£{¢®�'«{¢¤½ ¢¸« ³L¢¤½�="£{§ª½{½
¥¨§ª�2©¹¢¤�2��¢¤½Ó±�¢Ì¯�³¹§ª�Í±�§ª��½Ö·2�G¢¤½
¯I§ª ¤¢rÃ�¢¤ ¸«��£
©¹¢®³
 ¤ª¥²¯�³L¢¸¼d¢1±�¢"±�©L¥²¢®��½{©L���©¹¥°¯I§ª©L£{¢ªÂ

4 ���p�Â���üz���8�� 
���µ½
·�¯�¯B�½{¢

n 6= m
�

G
¯B�©L±�½

X
±�©L¥

(X)
±�¢¤´ à X â

SLn+1 2ω1 v2(P
n) ⊂ P(n+2

2 )−1 n 2n

SLn+1 × SLn+1 ω1 × ω1 Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 2n (2n
n)

SL2n ω2 G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 2(2n− 2) (2(2n−2))!

(2n−2)!(2n−1)!

E6 ω1 E6 ⊂ P26 16 78

SLn+1 × SLm+1 ω1 × ω1 Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 m + n (n+m
n )

SL2n+1 ω2 G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 2(2n− 1) (2(2n+1−2))!

(2n−1)!(2n)!
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W	ø�üz�8ø�ð�3Vø(9"A ¤ø63Vø�ü0Ï ®ø21a�L�43[øÅ5µ�S�>ù�øÅ5µ�L�43"Iù�ø'�L�8Iü8ø
X Base|IIX,x|

v2(P
n) ⊂ P(n+2

2 )−1 ∅

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 Pn−1 t Pn−1 ⊂ P2n−1

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 P1 × P2n−3

E6 S5 ⊂ P15

Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 Pn−1 t Pm−1 ⊂ Pn+m−1

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 P1 × P2n−2

� �S��� ø� ¤ú3�L�43"A�41�øH3Vø(\
���� 
���µ½
·�¯�¯B�½{¢

n > m
�

X Pk ⊂ X
¯�§ª£�§ª¥°¿®«{£{¢

Ql ⊂ X
¯I§ª£{§ª¥²¿¸«�£
¢

v2(P
n) ⊂ P(n+2

2 )−1 k = 0 v2(P
n) l = 1 G(2, n + 1)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 k = n Pn l = 2 G(2, n + 1)×G(2, n + 1)

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 k = 2n− 2 P2n−1 l = 4 G(4, 2n)

E6 ⊂ P26 k = 5 E6/P2 l = 8 E6
Pn × Pm ⊂ P(n+1)(m+1)−1 k = n Pm l = 2 G(2, n + 1)×G(2, m + 1)

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 k = 2n− 1 P2n l = 4 G(4, 2n + 1)

W¨Rî1g���<�>�8�Å3ZðpIü8ø
X∗

���R£
¶¤½{·2³L«x§f«U±�¢ÆaÌÂW�K§�Ä�©¹±�¢®�«�©Lá�¢¨³¹¢®½
k
Ç)Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½Í±�¢�Ê< ¤�£M�É§�§ª·d¼�Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½Í¯2£{fÄ
¢® ®«�©ÊÃ�¢®½°±2¢¤½

¥²§>«�£
©¹ ¤¢®½	±�¢�£{§ª��´
1
±I§>��½r³L¢¤½r§ª³¹´ª¿¤Ô�£
¢¤½Õ±�¢}?ªª£{±I§ª�²½{©L¥²¯�³L¢¤½	±�¢�£�§ª�2´

k +1
Â'Å3¢�±�©¹½
 ¤£
©¹¥°©¹�I§ª�«

∆X ¤ª£{£{¢®½{¯B���±�§>³¹�£
½r§>·¨±�¶¸«�¢¤£
¥²©L�I§ª�«Õ±�¢� ¤¢¤½6§ª³¹´�¿®Ô�£{¢®½¤Â<Å3¢¤½	Ã>§ª£{©L¶®«�¶®½r±2·I§ª³¹¢®½r±2¢¤½�Éµ¢ §ª·�½
½{¢¤½�Ê�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½
±�¢TÊd ®�£[�¤§°¶¸«x§ª�«�±�¶-¢8¢® ®«{©LÃ�¢®½�³L¢¤·�£� ®d±2¢¤´�£
¶�¢®½
«�¶¤´�§ª³V¬Ñ�¤¶¤£
�Â

X
 ¤<±�¢®´ à X â

X∗ X∗×¹ØÚÙ�Û
v2(P

n) ⊂ P(n+2
2 )−1 n + 1 σn(v2(P

n)) σn−1(v2(P
n))

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 n + 1 σn(Pn × Pn) σn−1(P
n × Pn))

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 n σn−1(G(2, 2n)) σn−2(G(2, 2n))

E6 ⊂ P26 3 σ2(E6) E6
Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m 0 σm(Pn × Pm) σm−1(P

n × Pm)

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 0 σn−1(G(2, 2n + 1)) σn−2(G(2, 2n + 1))

ð]�8��1������1a1�8�<�L��3Vø
X∗×LØÚÙ�Û ø>�K ¤ø*1����0�L�Z ÑdnËKúiø�� úÓü<g�[ø� 

Åiº�©L�'«{¢¤£
¯�£{¶¸«x§>«{©¹��,±2¢¤½6Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½Ì±2¢MÊd ¤�£M�É§G ®�¥²¥°¢�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½6±�¢¤½�¶®³¹¶®¥²¢®�'«{½6±�¢�£{§ª��´
1
±I§ª��½6³L¢

¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©LÃ<©L½{¶G±Kº»·���¢°§ª³L´�¿¤Ô2£{¢G±�¢Ñ?ª�£{±I§>�� ®���±�·2©L«"¬,³¹§¨½
«{£�§>«{©LáI ¤§>«�©L��$¯I§>£1£�§ª��´ à �·�±�¢U¥²§ª��©L¿¤£{¢



d@o�ôfÍAn�¾ &�fAm�jl»>k*»Â¾�¾-��Äg¾KJ�fD$MLø��j\s'k*n�¾ON[��Ä�¾I»Am�jlnÂ¾Ñ$]nÂ¾ &�fAm�jl»Âk*»Â¾�ÍAnÂuSnSsV$"m�jÉnAsis1nÂ¾
¾QhL»*)'jlfi¼lnÂ¾QP
&

hAm_��$4Ä]j�k'$SR�Äis1n()O�[s]jUT4Ä1nxnÂk $SR�ÄisDn�¾�hgfD)an�hAm_�QL�n*)�k�jV>c$Ln($[j\¿�nAs1¾�j��ps
m > 1

Ù[¸
¶¤Æ'·�©ÊÃ>§ª³¹¢®�'«{¢¾¯I§>£r½
¶¤ É§>�'«{¢¤½�½
·� ¤ ®¢¤½{½
©LÃª¢¤½xâAÂ+ËÌ¢®«
«�¢�½�«�£{§>«�©ÊáI É§>«{©¹��°£{¢®½
«{¢¾³j§�¥KÑ®¥²¢�¯B�·�£Õ³¹¢®½�É�¢ §>·�½{½
¢¤½ÜÊ
Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�¢TÊd ®�£[�¤§2Â

X
Ê'«�£�§f«�©Lá� É§>«{©¹���±�¢

X∗×¹ØÚÙ{Û
v2(P

n) ⊂ P(n+d
d

)−1 σn−1(v2(P
n)) ⊃ σn−2(v2(P

n)) ⊃ · · · ⊃ σ2(v2(P
n)) ⊃ v2(P

n)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 σn−1(P
n × Pn) ⊃ σn−2(P

n × Pn) ⊃ · · · ⊃ σ2(P
n × Pn) ⊃ Pn × Pn

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 σn−2(G(2, 2n)) ⊃ σn−3(G(2, 2n)) ⊃ · · · ⊃ σ2(G(2, 2n)) ⊃ G(2, 2n)

E6 ⊂ P26 E6
Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m σm−1(P

n × Pm) ⊃ · · · ⊃ σ2(P
n × Pm) ⊃ Pn × Pm

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 σn−2(G(2, 2n + 1)) ⊃ · · · ⊃ σ2(G(2, 2n + 1)) ⊃ G(2, 2n + 1)

Ò §ª��½"³L¢G«x§ªÔ�³L¢É§ª· Æ'·�©i½
·�©L«1�2�·�½"±�¶¤ ®£{©ÊÃ����½�³¹¢Í³¹©¹¢®·�±�¢U«x§ª�2´�¢¤�� ®¢Î±Kº�·2��¡À<¯�¢®£{¯�³¹§ª� ½{©L��´�·�³L©¹¢¤£
¢¤�x¢8��� ¸«�©L��¦±�¢"³j§G½
«{£�§>«{¢�¬Î³¹§ªÆ'·�¢¤³L³¹¢�³_º�¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª�e§ª¯�¯�§ª£
«{©¹¢¤�«4�

X (X ∩H) ×LØÚÙ�Û È H ∈ (X∗×LØÚÙ�Û ) Û�©8Ù�©0ªt« £ (X ∩H) ×¹ØÚÙ{Û È H ∈ σn−i(X)

v2(P
n) ⊂ P(n+d

d
)−1 v2(P

1) ' Q1 v2(P
i−1)

Pn × Pn ⊂ P(n+1)2−1 P1 × P1 ' Q2 Pi−1 × Pi−1

G(2, 2n) ⊂ P(2n
2 )−1 G(2, 4) ' Q4 G(2, 2i)

E6 ⊂ P26 Q8 ∗

Pn × Pm ⊂ Pnm+n+m P1 × Pn−m+1 Pi × Pn−m+i

G(2, 2n + 1) ⊂ P(2n+1
2 )−1 G(2, 5) G(2, 2i + 1)

1 åM� Á�ñ�ð��1ì1ëÓî®è6ïVè�ð ð���À¦ð�2Iìb�XW���î®êÎïVñ�ð YO��À ð3è6ëÓî®ñ�ð ��ñ�ð��1ì1ëÖî¸è6ïVè�ð
Á�ñÐ��ñ�ê7�,ëÓî®ñ�ê¦ê�ñ�ð ð3ó�è	�Ìî¤ì"í¸ñ�ð[Z

&
ó�ë@�ö��À�îAï¸�]\CÀ¦ê¦ñ��{��ê¦î_^¿À¦ñ

ñ6ïZ�`\�À¦ê ñ�ð3óµìb�Ìñ~ó¦ë@� WKñ	�ÕïVî_G ��ñ �¦î®õ ñ�ê¦ð3î���ê
m > 1

Å3¢¤½$Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½e½{�·2½�Çk§>±fÄ
�©¹�«{¢¤½.§>¯�¯I§ª£{§ª©¹½
½{¢¤�«µ±I§ª��½$³¹¢¤½¦«�£{§ÉÃª§>·d¼ ±�¢ | Å!ÇÜF _ �a� �>È���¥ _ �a�a� ÈFµ·º�8�a�a���)ÂBÞ��·�½�§ Ä
�·2«{���½�§° ®¢®«{«{¢�½
¶¤£
©¹¢�³j§GÃ>§ª£{©L¶®«�¶
Q1 × Pm ⊂ P3m+2

Æ'·�©[§ª¯�¯�§ª£�§ª©Ê«�§ª·µ«{¡�¶¤fÇ
£{¿®¥²¢�ã2Â ��Â���ÂÊÂIÞ��·2½�§>½{½{< ¤©L���½� ¤¢®½�±2¢¤·d¼¦«ÁÀ<¯B¢¤½�±�¢�Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½�¬Î É§>·�½{¢�±�¢"³)º»©¹±�¢®�«�©Lá� É§>«{©¹��,±2¢�³L¢¤·�£
½
Ã>§ª£{©L¶®«{¶¤½�±�·I§>³¹¢¤½�§ÉÃ�¢® �³L¢¤·�£
½�Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½�±�¢¤½�«x§>��´�¢¤�«{¢¤½¤Â
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4 ���p�Â���üz���8�� 
G

¯B�©¹±2½
X

±�©L¥ à X â ±�¢¤´ à X â
SL2 × SO2n ω1 × ω1 P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 2n− 1 2(2n− 1)

SL2 × SO2n+1 ω1 × ω1 P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 2n 4n
Sp6 ω3 Gω(3, 6) ⊂ P13 6 16
SL6 ω3 G(3, 6) ⊂ P19 9 42
SO12 ω6 S6 ⊂ P31 15 286
E7 ω7 E7 ⊂ P55 27 4370

SL2 × SLm 2ω1 × ω1 Q1 × Pm ⊂ P3m+2 m + 1 2(m + 1)

W;� ø�ðS3Vø(9"A ¤ø63Vø�ü0Ï ®ø21a�L�43[øÅ5µ�S�>ù�øÅ5µ�L�43"Iù�ø'�L�8Iü8ø
X Base|IIX,x|

P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 P0 tQ2n−4 ⊂ P2n−2

P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 P0 tQ2n−3 ⊂ P2n−1

Gω(3, 6) ⊂ P13 v2(P
2) ⊂ P5

G(3, 6) ⊂ P19 P2 × P2 ⊂ P8

S6 ⊂ P31 G(2, 6) ⊂ P14

E7 ⊂ P55 E6 ⊂ P26

Q1 × Pm ⊂ P3m+2 2{p} t Pm−1

� �S��� ø� ¤ú3�L�43"A�41�øH3Vø(\
���� 
ËÌ�¥°¥²¢�¯�£
¶¤ ®¢¤±�¢®¥²¥°¢¤�«r��Î±������¢�³¹¢®½i¢¤½
¯I§ª ¤¢®½Ì¯�£
fÄ
¢¤ ¸«�©�¢8½Õ¢¸«Õ³¹¢¤½iÆ'·I§>±�£{©LÆ<·2¢¤½Õ±�¢�±�©¹¥°¢¤��½
©¹��2½

¥²§f¼d©¹¥²§ª³¹¢®½ÌÆ'·�©�¢8��«�±�¢
X
·���¢1Ã>§ª£{©L¶®«�¶1·2��©¹£
¶¤´�³L¶¤¢ªÂ

X Pk
¯I§ª£�§>¥²¿¸«�£{¢

Ql
¯I§>£�§ª¥°¿®«{£{¢

P1 ×Q2n−2 ⊂ P4n−1 k = n− 1 Sn l = 2n− 2 P1

P1 ×Q2n−1 ⊂ P4n+1 k = n− 1 Sn = Bn/Pn l = 2n− 1 P1

Gω(3, 6) ⊂ P13 k = 0 Gω(3, 6) l = 1 XC3

Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶"§ª±fÄ
ª©¹�«�¢
G(3, 6) ⊂ P19 k = 3 F1,2(C

6) l = 4 XSL6

Ã>§ª£{©L¶®«{¶"§ª±fÄ
�©L�'«{¢
S6 ⊂ P31 k = 5 S6 k = 6 XSO6

Ãª§>£{©¹¶¸«�¶"§ª± Ä
�©¹�«�¢
E7 ⊂ P55 k = 6 E7/P2 l = 10 XE7

Ã>§ª£
©¹¶¸«�¶"§ª±fÄ
ª©¹�«�¢
Q1 × Pm k = m Q1 l = 1 Pm

W¨Rî1g���<�>�8�Å3ZðpIü8ø
X∗

{ �·2£²³¹§�½
¶¤£{©L¢¦±�¢¤½°Ãª§>£{©¹¶¸«�¶®½²Å3¢®´�¢¤��±2£{©¹¢®����¢®½¨½{¯B¶¤ ®©j§ª³L¢ªÈi©L³6¢¸¼d©¹½�«�¢µ ¤�¥°¥²¢�¯B�·�£Î³L¢¤½ÎÃª§>£{©¹¶¸«�¶®½
±�¢TÊd ®�£[�¤§°·��2¢�±2¢¤½{ ®£{©L¯2«�©L��¦·���©t¢8ª£{¥°¢�±�·¦±�©¹½
 ¤£
©¹¥°©¹�I§ª�«

∆X

Â Ò §ª��½�³L¢¤½6«�£{§ÉÃª§>·d¼¦±�¢ | ÅKÇ�F _ �a� �>ÈFµ·º�8�a�a���2 ®¢6±�©L½{ ¤£
©¹¥°©¹�I§>�'«[¢®½
«i¯�£
¶¤½
¢¤�«�¶� ®�¥²¥°¢Õ·���¢6´�¶®��¶¤£{§ª³¹©L½�§>«{©¹���±�·G±2©¹½{ ®£{©L¥²©L�I§ª�«[ ¤³j§>½{½{©LÆ'·�¢
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¾QhL»*)'jlfi¼lnÂ¾QP
&

hAm_��$4Ä]j�k'$SR�Äis1n()O�[s]jUT4Ä1nxnÂk $SR�ÄisDn�¾�hgfD)an�hAm_�QL�n*)�k�jV>c$Ln($[j\¿�nAs1¾�j��ps
m > 1

ÙSô

¯B�·�£Õ³¹¢¤½r¯�ª³LÀ<��Ñ�¥°¢¤½Õ ¤�¥°¯�³L¢¸¼d¢¤½Õ±�¢�±�¢®´�£{¶�«�£
�©¹½®Â<ËÌ¢®«{«{¢�´�¶®��¶¤£{§ª³¹©L½�§>«{©¹��Î¢¤½�«��Ô2«{¢¤�'·�¢�¢¤�,£
¢¤¥°¯�³j§fÇ
ÎÉ§>�'«"³L¢Í ®�£{¯�½1±2¢¤½1 ¤ª¥²¯�³L¢¸¼d¢¤½1¯�§ª£�·���¢G§ª³¹´�¿®Ô�£{¢Í±�¢¿?ª�£{±�§ª��±�¢G£{§ª��´

3
½
·�£

C
Â { §ª£¾¢¸¼d¢¤¥°¯�³¹¢U³¹§

Ã>§ª£{©L¶®«{¶
S6 ⊂ P31

 ¤�£
£{¢¤½
¯�ª��± ¬¨³j§ Ék ®�·�£{ÔB¢Í ®·�Ô�©LÆ<·2¢uÊ
v3(J) ⊂ P(S3J)

�ï
J
¢¤½�«1³)º�§ª³¹´ª¿¤Ô�£
¢�±�¢®½

¥²§>«�£
©¹ ¤¢®½Í§>�'«{©¹½�Àd¥°¶®«{£{©LÆ<·2¢¤½G±�¢°«x§ª©L³¹³L¢
6
Â ËÌ¢¸«{«{¢�§ª�I§ª³L�´�©L¢Î§�Ãª¢¤ �³L¢¨±�©L½{ ¤£
©¹¥°©j§ª�«"±�¢

v3(P
1) ⊂ P3Ã<©¹¢®�'«�±�¢"³_º��Ô2½{¢¤£�Ã>§>«�©L���½{·�©ÊÃ>§ª�«�¢.�

v3(P
1) ⊂ P3

¢®½
«�³j§ÍÃ>§ª£
©¹¶®«{¶1½{�·2½�Çk§>±fÄ
�©¹�«{¢�±2¢
XG2 ⊂ P(g2)

Â

X
 ®d±�¢®´ à X â

X∗

P1 ×Qn ⊂ P2(n+2)−1 4 τ(P1 ×Qn)
Gω(3, 6) ⊂ P13 4 τ(Gω(3, 6))
G(3, 6) ⊂ P19 4 τ(G(3, 6))

S6 ⊂ P31 4 τ(S6)
E7 ⊂ P55 4 τ(E6)

Q1 × Pm ⊂ P3m+2 0 τ(Q1 × Pm)

ð]�8��1������1a1�8�<�L��3Vø
X∗×LØÚÙ�Û ø>�K ¤ø*1����0�L�Z ÑdnËKúiø�� úÓü<g�[ø� 

Þ��·2½�§ÉÃ����½Ì±�¶kÄ{§Í£{§ª¯�¯B¢¤³L¶�³¹§�±�¢®½{ ¤£
©¹¯2«{©¹��²·���©�¢8�£{¥°¢�±2¢¤½6�£
Ô�©L«{¢¤½Õ±�����2¶¤¢¤½Ì±I§ª��½ | Å!ÇÜF _ �a� �-�_ÂÞ�ª·�½�³)º»¶¤ ¤£
©LÃª���½�¬U���·2Ãª¢É§ª·µ©¹ ¤©W�

X ⊂ σ+(X) ⊂ τ(X) ⊂ P(V ).

ÅV§°Ã>§ª£{©L¶®«{¶
σ+(X)

 ®�£{£
¢¤½{¯B���±.§ª·µ³L©¹¢®·µ½
©¹��´�·2³¹©¹¢®£6±�¢
τ(X)

ÂBË¾º»¢¤½
«�§ª·�½
½{©[³¹¢"³¹©L¢¤·¦±�¢¤½�±�£{ª©L«�¢®½
½{¶® É§ª�«{¢¤½1©¹½
ª«�£
�¯�©LÆ<·2¢¤½¤Â�Þ�>«����½�Æ'·�¢

σ+(X)
¢¤½
«�©¹£{£
¶¤±�·2 ®«�©LÔ�³¹¢>È+½�§ª·1¢	¯B�·�£

X = P1 × Qn
aï$��

±�¶®���¥GÔ�£
¢"±�¢¤·d¼e ®�¥°¯��½{§ª�«�¢®½�¯B�·�£
n > 1

¢¸«�«�£
�©¹½�¯B�·�£
n = 1

Â
Ò ����2���½Î¬$¯�£
¶¤½
¢¤�«Î·���¢,±2¢¤½{ ®£{©L¯2«�©L��0±�·R³L©¹¢¤·�±�¢¨«�§ª��´�¢®�� ¤¢,±!º�·��R¡À<¯B¢¤£{¯2³j§ª�0½
©¹��´ª·�³¹©L¢¤£�¢¤�

¢8��� ¸«�©L��¦±�¢"³j§G½
«{£�§>«{¢�¬Î³¹§ªÆ'·�¢¤³L³¹¢1§>¯�¯I§ª£�«�©¹¢®�«�³)º»¡'À<¯B¢¤£
¯�³j§ª���

X (X ∩H) ×LØÚÙ�Û È H ∈ σ+(X) (X ∩H) ×¹ØÚÙ�Û È H ∈ X

P1 ×Qn ⊂ P2(n+2)−1 Qn−1 P1 ∨Qn−1

Gω(3, 6) ⊂ P13 Q2
ËÌÑª��¢

(v2(P
2), H)

G(3, 6) ⊂ P19 Q3
ËÌÑª��¢

(P1 × P1, H)
S6 ⊂ P31 Q5

ËÌÑ���¢
(G(2, 6), H)

E7 ⊂ P55 Q9 ËÌÑª��¢
(E6, H)

T�·I§ª�«�¬Î³¹§GÃª§>£{©¹¶¸«�¶
Q1 × Pm

���·�½�¯�£
�¯�ª½{���½�±I§>��½�³j§G«�¡�¿®½{¢�³j§G½�«�£�§f«�©Lá� É§>«{©¹���½
·�©LÃ>§ª�«�¢.�

Q1 × Pm ⊂ P2 × Pm ∪ σ(Q1 × Pm)∗ ⊂ τ(Q1 × Pm) ⊂ P3m+2.
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1 å�� Áûì ��ì"ëÓî®è6ïVè ì'�XW���î®êÎïVñ �¦ñ ïba²ó�ñ

G24 ���p�Â���üz���8�� 
G

¯�ª©¹±�½
X

±�©L¥
(X)

±�¢¤´ à X â
Base|IIX,x|

G2 ω1 XG2 ⊂ P(g2) 5 18 v3(P
1) ⊂ P3

W	ø�üz�8ø�ð�3Vø(9"A ¤ø63Vø�ü0Ï ®ø21a�L�43[øÅ5µ�S�>ù�øÅ5µ�L�43"Iù�ø'�L�8Iü8ø
X Base|IIX,x|

XG2 ⊂ P13 v3(P
1) ⊂ P3

ý ú[úÖü<�þ1a'���<�L����1���0�]�"�Vødü ü8ø
ËÌ�¥°¥²¢�¯��·2£¾³¹¢®½�Ã>§ª£
©¹¶®«{¶¤½�±2¢¤½�½
¢¤ ®«{©¹��2½�¯�£{¶® ¤¶®±�¢¤�«�¢®½"��.¯B¢¤·2«1£
¢¤ ®���½
«{£{·�©L£{¢G³¹§°Ã>§ª£
©¹¶®«{¶G§ª±<Ç

Ä
�©L�'«{¢
XG2

¬Î¯�§ª£
«{©¹£Ì±2¢�³¹§G ¤��2�I§ª©¹½
½�§ª�2 ¤¢"±�·¦³¹©L¢¤·,±�¢"ÔI§>½{¢"±�¢1³j§G½
¢¤ ®���±�¢@¢8�£
¥²¢5¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª³L¢ªÂ
���U«�£{ª·2Ã�¢�¢¤�Î¢�Ì!¢¸«r±�§ª��½i³¹¢®½ «�£{§�Ã>§ª·<¼U±�¢ | ÅKÇ�F _ �a� _ �I·��°§ª³¹´ª�£{©Ê«�¡�¥°¢r¯B¢¤£
¥²¢¸«{«�§ª�«	±�¢� ¤��2½
«�£
·�©¹£
¢³¹¢®½ÕÃ>§ª£
©¹¶¸«�¶¤½r§ª±fÄ
ª©¹�«�¢®½;¢8��2±I§ª¥°¢¤�«x§ª³L¢¤½®Â2ËÌ¢¸«�§ª³L´��£
©L«�¡2¥²¢6£
¢¤¯B�½{¢�½{·�£r³)º»¶¤ ®£{©L«{·�£{¢�¢¸¼d¯�³L©¹ ®©L«�¢�±�¢®½6§ª¯<Ç
¯�³L©¹ É§f«�©¹ª��½Ö£{§>«�©L���¢¤³L³¹¢®½Ö ¤ª��±�·�©L½�§ª�«Õ§ª·d¼ÍÃ>§ª£{©L¶®«�¶®½	§ª±fÄ
�©L�«�¢¤½®Â Ò §>��½	³¹¢6 ¤§ª½	±�¢

XG2

È�³¹¢Ì³¹©¹¢®·G±�¢�ÔI§ª½
¢
±�¢"³j§G½
¢¤ ®���±�¢M¢8�£{¥°¢#¢8���±�§ª¥²¢®�«x§ª³L¢1¢¤½
«

v3(P
1) ⊂ P3 = P(T1)

ÂSËi�µ¯2³¹���´ª¢É§ª�«
P3

±�§ª��½
P5

¯I§>£
{x0 = 0}

¢®«
{xn = 0}

¢¸«�¢¤�e¶¤ ¤£
©LÃ>§ª�«
B(T ∗

1 )
¯B�·�£�·���¢"ÔI§>½{¢"±�¢

T ∗
1

È����·�½�§ÉÃ�ª��½T�
φ
�

P5
99K P13

[x0, . . . , x5] 7−→ [x4
0, x

3
0B(T ∗

1 ), x3
0xn, x2

0I2(v3(P
1)), x2

0xnB(T ∗
1 )− x0I3(τ(v3(P

1)) ×¹ØÚÙ�Û ,
x2

0x
2
n − I4(τ(v3(P

1)))]¥ Ãª¢¤ 
φ(P5) = XG2

Â
� �S��� ø� ¤ú3�L�43"A�41�øH3Vø(\
���� 

Ò §ª��½"³L¢U É§ª½1±�¢
XG2 ⊂ P(g2)

³j§, ®�£{£
¢¤½{¯B���±�§ª�� ¤¢Î±�¢ ì ©Ê«�½1��¢U±�ª����¢Î¯I§ª½1±�¢UÃ>§ª£
©¹¶®«{¶¤½1¡�fÇ¥°�´�¿¤�2¢¤½¾Æ'·�©Ó¯I§ª£{§ª¥²¶¸«�£
©¹½{¢®�«¾³¹§6¢ §ª¥°©¹³L³¹¢1±�¢®½�¢¤½
¯I§ª ¤¢®½1¯�£{ Ä
¢¤ ®«{©t¢8½��·.±�¢®½�Æ'·I§ª±�£
©¹Æ'·�¢¤½¾ ¤��«�¢®�'·�¢¤½
±I§ª�2½

XG2

ÂIËÌ¢¤¯B¢¤��±I§>�'«���e¯�¢®·2«�£{¢® ¤�·2Ã<£
©¹£
XG2

¯I§ª£�±�¢¤½� ®�·�£{ÔB¢¤½M�
X Yi ⊂ XG2

¯I§ª£�§>¥²¿¸«�£{¢
XG2 ⊂ P(g2) v3(P

1) Q5

W¨Rî1g���<�>�8�Å3ZðpIü8ø
X∗

Å3¢�±�©L½{ ®£{©¹¥°©¹��§ª�«�±�¢�³j§GÃ>§ª£{©L¶®«�¶"§>±fÄ
�©¹�«{¢
XG2

 ¤�£
£{¢®½{¯B���±.§>·µ¯�£
d±2·�©L«�±�¢®½�£{§ª ¤©L��¢¤½�³¹ª��´�·�¢®½
±�¢"³)º�§ª³L´�¿¤Ô�£
¢�±�¢�Å3©¹¢

g2

Â

X
 ¤<±�¢®´ à X â

X∗×LØÚÙ�Û (X ∩H) ×¹ØÚÙ�Û
XG2 ⊂ P(g2) 6 σ(XG2) ' σ(XG2)

∗ Q1



d@o U�ÍAfH&�fAm�jl»>k*»ÀfD$MLø��j\s'k*nÅ$Ln±k�cShLn
G2

Ù:`

ð]�8��1������1a1�8�<�L��3Vø
X∗×LØÚÙ�Û

ÅV§�½
«{£�§>«{©LáI ¤§>«�©L��°±�·¨³L©¹¢¤·°½{©L��´�·�³L©¹¢®£Õ±2¢
X∗

G2

¢®½
«Ì±�¶¤±�·2©L«�¢�±�¢� ¤¢¤³L³¹¢�±�����2¶¤¢¾¯B�·�£
σ(XG)

±I§>��½| Ï d _ ���a� �_ÂIÅ3¢¤½���ª«�§>«�©L���½6¯B�·�£�³L¢¤½��£{Ô2©L«�¢®½�©¹�«�¢®£{¥°¶¤±�©¹§ª©¹£
¢¤½6½
��«� ¤¢¤³L³¹¢®½�±�¢ � §ª³j§ Ç�Ë6§ª£�«�¢¤£®Â
X

Ê'«�£�§f«�©Lá� É§>«{©¹���±�¢
X∗×¹ØÚÙ{Û

XG2 ⊂ P(g2) σ(XG2) ⊃ P(O(a1))
9 ⊃ P(OÃ1

)7 ⊃ XG2ËÌ¢¤½ ª£{Ô�©Ê«�¢¤½[©¹�«{¢¤£{¥°¶¤±2©j§ª©L£{¢¤½V��«Ó³)º»©¹�«�¢®£{¯�£
¶®«�§>«�©L��"´�¶¤�¥°¶®«{£{©LÆ<·2¢r½
·�©LÃ>§ª�«�¢ à Ãª�©¹£ | Å!Ç�F _ �a� �-�jâ3�Ç
P(O(a1)) = σ(1)(XG2) = σ(XG2) ∩ Q12e Ø £~£ ØÚÙ�Û È!aï Q12e Ø £~£ ØÚÙ�Û ¢®½
«1³_º�¡À<¯B¢¤£{½
·�£�¢ §> ¤¢UÆ'·I§ª±�£{§>«�©LÆ'·�¢±�¶¸áI��¢�¯I§ª£�³j§
¢8ª£{¥°¢1±�¢�Ï"©L³¹³L©¹��´�Â
Ç
P(OÃ1

) = σ(3)(XG2)
¢®½
«�³j§H¢8¢®£{¥°¢®«�·2£{¢"±�¢�³)º»�£{Ô�©Ê«�¢�±2¢¤½�¯��©L�«�½�½{·�£�·��2¢M¢ §ª¥°©¹³L³¹¢�·���©L±�©¹¥°¢¤�dÇ

½{©L���¢®³¹³¹¢¾±�¢"±�£{�©Ê«�¢®½6«x§ª��´ª¢¤�«�¢®½¾¬U³j§G±2©¹½
«{£{©LÔ�·2«�©L��
τ̃(v3(P

1)) ⊂ T̃xXG2

Â
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���³)º»±KÈ� ÍÂ  ÍÂ�="ª£
À<·����ÃBÈÕ�GÂ  ÍÂiÅKÀ§ª½
¡gÄª�È� ÍÂ ¥ Â� Õ§ª½{©L³)º»¢®Ã �S� � q�+ 	���� ��� (l�& ��� �*(Hv ÈSÊd¯�£
©¹��´ª¢¤£@�8�a��î2Â| � �·º�8�a�aîQ��Þ�Â � �·2£{ÔI§�Ä'©_È[n � ��+ ) ������� ��	 q�y 9 � ���T��� 2 ���¸ÈDA�¢®£{¥²§ª�����8�a�aîdÂ
| � £4�8�>í � �MË�Â � £
©¹¢¤½�Äª�£
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